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i E:^JrSTOF 

AL ..ANDER ZIWITi 



Vorwort. 

Es bedarf kaum eines Wortes der Rechtfertigung, wenn neben 
den schon vorhandenen funktionentheoretischen Lehrbüchern nunmehr 
die Vorlesungen von Adolf Hurwitz über allgemeine Funktionentheorie 
und elliptische Funktionen erscheinen. Der Verstorbene, der in sel- 
tener Weise die Eigenschaften des großen Forschers mit denen des 
akademischen Lehrers verband, pflegte seine Vorlesungen auf die sorg- 
fältigste Weise, auch in äußerlich abgerundeter Form, schriftlich nieder- 
zulegen. So war es bei der Herausgabe möglich, fast durchweg wört- 
lich das Hurwiizsche Manuskript zu benutzen und, abgesehen von den 
letzten Kapiteln aus der Theorie der elliptischen Funktionen, von 
größeren Ergänzungen und Berichtigungen abzusehen ; auch wo solche 
Ergänzungen nötig waren, konnten alte Ausarbeitungen Hurwitzscher 
Vorlesungen zugrunde gelegt werden. Die trotz alledem nicht geringe 
Mühe der genauen Prüfung und Ergänzung des Manuskriptes hat zum 
großen Teil mein Kollege und Freund Carl Ludwig Siegel auf sich 
genommen und dadurch die Herausgabe überhaupt erst ermöglicht. 

Der Raumersparnis halber wurde auf den Abdruck eines ein- 
leitenden Abschnittes über die Theorie der reellen Zahlen und Funk- 
tionen verzichtet, was trotz aller Bedenken um so eher geschehen 
konnte, als jetzt über diesen Gegenstand sehr zahlreiche und allen 
Bedürfnissen Rechnung tragende Darstellungen vorliegen. Demgemäß 
behandelt der erste Abschnitt sogleich die allgemeine Theorie der 
analytischen Funktionen einer komplexen Variablen. Der Aufbau 
dieser Theorie wird im Geiste der W eierstr aßschen Ideenbildungen 
auf arithmetischer Grundlage konsequent vollzogen. Im zweiten Ab- 
schnitt wird, ebenfalls von Weierstraßschen Gesichtspunkten aus, eine 
knappe, aber recht vollständige und übersichtliche Einführung in die 
Theorie der elliptischen Funktionen gegeben. 

Bei aller inneren Konsequenz des so errichteten Gebäudes kann 
der Lernende sich heute mit den Gesichtspunkten der Weierstraßschen 
Theorie allein nicht mehr begnügen. Hieraus ergab sich der Plan, 
in einem selbständigen Anhang eine Einführung in den Riemannschen 
geometrisch -funktionentheoretischen Gedankenkreis zu geben. Viel- 
leicht ist der so entstandene dritte Abschnitt etwas umfangreicher 



VI Vorwort. 

geworden, als es der ursprünglichen Absicht entsprach. Ich hoffe 
aber, damit eine wirkliche Lücke in der Literatur ausgefüllt zu haben, 
indem ich versuchte, die Darstellung über die elementaren Teile hinaus 
bis tief in die Problemstellungen der modernen geometrischen Funk- 
tionentheorie zu führen. Dabei habe ich, vielfach an eigene und 
fremde Arbeiten anknüpfend, zum Teil auch mit neuen Wendungen, 
den Gedanken des Dirichletschen Prinzipes in den Mittelpunkt ge- 
stellt. Wie weit meine subjektive Überzeugung, daß auf diese Art 
der einfachste Zugang zu dem umfassenden Problemkreis gewonnen 
ist, auch objektive Berechtigung besitzt, kann nur die Aufnahme 
dieser Darstellung beim Publikum erweisen. 

Das vorliegende Buch als Ganzes gibt, aus drei verhältnismäßig 
selbständigen und für sich allein lesbaren Abschnitten bestehend, 
einen einführenden Überblick über die meisten wichtigen funktionen- 
theoretischen Gedankenreihen, die hier zwar nicht wie in anderen 
modernen Darstellungen (z. B. der von Bieberbach) ausdrücklich mit- 
einander verschmolzen erscheinen, deren Zusammenhänge aber doch 
wohl hinreichend klar hervortreten dürften. Daß in den Schlußkapiteln 
etwas höhere Anforderungen an das Selbstdenken des Lesers gestellt 
werden als in den ersten Abschnitten, entspricht der Natur der Sache 
und ist wohl auch vom pädagogischen Standpunkte aus nicht un- 
zweckmäßig. Ich habe hier zur Erleichterung der Übersicht in der 
etwas knappen Darstellung von dem typographischen Hilfsmittel des 
Fettdruckes mehr Gebrauch gemacht als in den vorangehenden Teilen 
des Buches. Auch sonst wird der Leser manche Ungleichmäßigkeiten 
im Äußeren des Buches bemerken, die ich mit der Entstehungs- 
geschichte des Ganzen zu entschuldigen bitte. — Dem Anfänger, der 
dieses Buch zum Selbststudium benutzen will, mag empfohlen werden, 
zugleich mit dem ersten Abschnitt die ersten vier Kapitel des dritten 
zu lesen. 

Bei der Korrektur und der Anfertigung des Registers haben 
Kollegen Siegel und mir die Herren Bessel-Hagen, Bieberbach, Grandjoi, 
Artin, Emersleben, Hellingcr, H. Kneser, Mettltr und /?ogosi«sÄi geholfen. 
Ihnen allen, besonders den drei erstgenannten, von denen viele Rat- 
schläge und Verbesserungen herrühren, sage ich herzlichen Dank. 

Ebensolcher Dank gebührt auch der Verlagsbuchhandlung, welche 
in großzügiger Weise allen Wünschen entgegenkam und bei dem 
vorliegenden Buche trotz aller Schwierigkeiten der Zeit aufs neue 
ihren Unternehmungsgeist bewährt hat. 

Göttingen, im Juni 1922. 

R. Courant. 
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Erster Abschnitt 

Allgemeine Theorie der Funktionen 
einer komplexen Veränderlichen. 

1. Kapitel. 

Die komplexen Zahlen. 
§ 1. Begriff der komplexen Zahl. 

Die Einführung der komplexen Zahlen hat ihren Grund bekanntlich 
in dem Umstände, daß die Gleichungen zweiten Grades (mit reellen 
Koeffizienten) in zwei Kategorien zerfallen: in solche mit Lösungen und 
solche ohne Lösungen. Jedesmal, wenn man in mathematischen Unter- 
suchimgen auf die Unmöglichkeit geführt wird, gewissen Aufgaben zu 
genügen, so versucht man durch eine Erweiterung 
der fundamentalen Begriffe diese Unmöglichkeit 
zu beseitigen. So fällt die Unmöglichkeit, gewisse 
quadratische Gleichungen aufzulösen, fort, wenn 
wir das' Zahlenreich erweitern durch Einführung __ 
der komplexen Zahlen. Um die komplexen Zahlen ^ 
zu definieren, betrachten wir die Gesamtheit aller ' Fig. 1. 

Zahlenpaare (a, b), welche wir durch die Punkte 
einer Ebene geometrisch versinnlichen anrollen (Fig. 1). Jedem solchen 
Zahlenpaar ordnen wir das Zeichen 

a + bi 

zu, in welchem der Buchstabe i zunächst nur als ein reines Symbol 
anzusehen ist. Wir setzen sogleich fest, daß im Falle b == statt 
a -f- 0* einfach a geschrieben werden soll, im Fall a = statt + ^* 
einfach bi und statt li einfach ♦. Die allgemeinen Zahlen a, welche 
wir von jetzt ab reelle Zahlen nennen wollen, sind also als Symbole 
den Punkten zugeordnet, deren zweite Koordinate Null ist. 

Den Symbolen a -\- bi geben wir nun dadurch den Charakter 
von Zahlen, daß wir bestimmte Festsetzungen über das Rechnen mit 
diesen Symbolen treffen. Dementsprechend werden wir von jetzt an 
die Symbole a + 6» als komplexe Zahlen bezeichnen. Wir nennen a 

Hurwitz-Courant, FunktioneDtheorie. 1 
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den reellen j hi den imaginären Teil, a und h die Komponenten der 
komplexen Zahl a + ^*- ^^^ Zahlen bi, deren reeller Teil ver- 
schwindet, heißen rein imaginär. Endlich heißt die Zahl \i = i die 
imaginäre Einheit 

Die Addition der komplexen Zahlen a + 6i imd a' + ^'» definieren 
wir durch die Gleichung 

(I) (a + hi) + (a' + h'i) = (a + a') + (6 + *') * • 

Offenbar genügt die Addition, wie im Gebiete der reellen Zahlen, 
dem kommutativen und dem assoziativen Gesetze. 

Überdies ist die Addition eindeutig umkehrbar, oder, indem wir 
diese Umkehrung der Addition wieder als Subtraktion bezeichnen: 
die Subtraktion ist stets in eindeutiger Weise ausführbar. 

Die Multiplikation von a + 6f und a' -^-b'i definieren wir durch 
die Gleichung 

(II) (a + bi) {a' + Vi) = {aa' - bb') + {ab' + ba') i. 

Nehmen wir a = a' = 0, 6 = 6' = 1, so ist also speziell 
(W) i.,- = t«=-i. 

Ein anderer wichtiger spezieller FaD der Definitionsgleichung (II) ist 
der folgende: 

(11") (a + bi) {a - bi) = a^ + b\ 

Er enthält das Gesetz der Multiplikation zweier „konjugierter^" Zahlen, 
worunter wir zwei komplexe Zahlen verstehen, welche dieselben ersten, 
aber entgegengesetzte zweite Komponenten haben. 

Aus der Gleichung (II) ist ersichtiich, daß (a + 6i) (a' + ^'*) 
dieselbe Zahl vorstellt, wie (a' + 6'i)(a + 6i), daß also das kommu- 
tative Gesetz für die Multiplikation der komplexen Zahlen gilt. 

Sind ferner 

a = fl + 6t, a' = a' + b'i, a" = a" + Vi 

drei komplexe Zahlen, so ergibt eine leichte Rechnung, daß die 
beiden Zahlen {aa')a" und a{a'a") identisch sind, also 

(aa>" = a(aV'). 
Es gilt also auch das assoziative Gesetz für die Multiplikation. Da 
die Komponenten des Produktes (a + 6i)(a' + 6't) homogene lineare 
Funktionen von a', b' sind, so gilt ersichtlich die Gleichung 

a{a' + a") = aa' + aa" 

für je drei komplexe Zahlen a, a', a"; d. h. das distributive Gesetz 
ist gültig. 

Nach (II) ist ein Produkt zweier komplexer Zahlen Null, wenn 
ein Faktor Null ist. Aber auch umgekehrt: 

Ist ein Produkt Nully so ist notwendig ein Faktor des Produktes Null. 



§ 1. Begriff der komplexen Zahl. 3 

In der Tat folgt aus 

daß auch 

(fl - bi) (a' - b'i) (a + bi){a'+ Vi) = 

ist, oder, wegen der Vertauschbarkeit der Faktoren in einem Produkt, 

(a + bi){a - 6i>(a' + Vi){a' - Vi) = {a^ + 6«)(a'« + V^) = 0. 
Daher muß entweder 

a« + 6^ = oder «'^ + V^ = 

sein. Im ersten Falle ist a = b = 0, also der Faktor a-\- bi = 0, 
im zweiten Falle ist a' = ^' = Ot also der Faktor a' + 6'» = 0. 

Endlich bemerken wir, daß die Division, mit Ausnahme der Di- 
vision durch Null, eine stets eindeutig ausführbare Operation im 
Reiche der komplexen Zahlen ist. Denn betrachten wir die Gleichung 

(1) {a + bi)x = {a' + Vi), 

so folgt aus derselben 

(a^ + b^)x = (a- bi) {a' + Vi) 

und hieraus, wenn a + i» nicht Null ist. 

Dieser Wert von x befriedigt auch wirklich die Gleichung (1), welche 
demnach stets eine und nur eine Lösung zuläßt. 

Die Gleichungen 

{a - bi) + (a' - Vi) = {a + a')-{b + V)i, 

{a - bi){a' ~ Vi) = {aa' - bb') - (aV + ba')i 

zeigen, wenn man sie mit (I) und (II) vergleicht, daß die Summe 
resp. das Produkt zweier komplexer Zahlen in den konjugierten Wert 
übergeht, wenn man die Summanden bzw. die Faktoren des Produktes 
durch ihre konjugierten Werte ersetzt. Oder in anderer Ausdrucks- 
weise: Ordnet man jeder komplexen Zahl ihre konjugierte Zahl als 
Bild zu, so entsteht dadurch eine Abbildung des Systems aller kom- 
plexen Zahlen auf sich selbst von der Eigenschaft, daß Gleichungen 
von der Form 

bestehen bleiben, wenn man die in ihnen vorkommenden Zahlen 
durch ihre Bilder ersetzt. Daraus folgt dann sofort, daß überhaupt 
jede Gleichung zwischen komplexen Zahlen, deren beide Seiten durch 
ausschließliche Anwendung der Operationen der Addition, Subtraktion 
und Multiplikation gebildet sind, bestehen bleibt, wenn man jede der 
komplexen Zahlen durch ihre konjugierte Zahl ersetzt. 

1* 
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§ 2. Geometrische Darstellung der komplexen Zahlen. 

Sätze über den absoluten Betrag. 

Die komplexen Zahlen lassen sich dadurch den Punkten einer 
Ebene eindeutig umkehrbar zuordnen, daß man der komplexen Zahl 

den Punkt mit den rechtwinkUgen Koordinaten (a, b) entsprechen läßt. 
Zur Vereinfachung werden wir in der Folge den Punkt, welcher einer 
komplexen Zahl a entspricht, ebenfalls mit a benennen. Die Ebene, 
durch deren Punkte wir die komplexen Zahlen repräsentieren, nennen 
wir die „komplexe Zahlenebene*'» Der Koordinatenanfangspunkt, welcher 
der Zahl entspricht, heiße der .^Ntdlpunkt'', 

Die Entfernung r des Punktes a vom Nullpunkt ist (Fig. 2) 

r = \/a^+6« = V{a + bi){a-bi), 

Diese Größe wird der absolute Betrag der 
komplexen Zahl a genannt und nach* Weierstraß 
mit I a I bezeichnet. Diejenigen Zahlen, welche 
ein und denselben absoluten Betrag r besitzen, 
werden offenbar durch die Punkte einer Kreis- 
p. rt Peripherie mit dem Nullpunkt ^s Mittelpunkt 

und dem Radius r repräsentiert. Die einzige 
komplexe Zahl, deren absoluter Betrag ist, ist die Zahl 0. Ferner 
beweisen wir leicht: 

Der absolute Betrag der Differenz a — cd ist die Entfernung der 
beiden Punkte a und tl. 

In der Tat, ist a = a + ö t , d =^ oi -\- b' i ^ so wird 

a-ol -^{a-ol)-\'{b-b')i 
und folglich 

I « - (/ 1 = ^(^z^'T+^-rFf. 

Einige weitere wichtige Sätze über die absoluten Beträge erhallen 
wir durch folgende Betrachtungen. 

Bezeichnen wir mit a, ß zwei komplexe Zahlen, mit a^, ß^ die 
zu ihnen konjugierten Zahlen, so ist 

|a|-V^, \ß\ = V~ßJo^ \^ß\-V{aß){a,'ß;)^Vi^o-VßJo 
und folglich 

(I) \aß\ = \a\.\ß\. 

Ersetzen wir hier a durch -^- (^ 4. 0), so kommt ^-ß = 1 -^ I • I /? , 




ß 
und daraus 



ß 



ß 



(11) 



cc \ \ a 



ß \ \ß 



§ 2. Geometrische Darstelluog der komplexen Zahlen. 



Die Gleichung (I) läßt sich leicht auf ein Produkt aßy..,X von 
beliebig vielen komplexen Zahlen ausdehnen; für ein solches Pro- 
dukt gilt 

(III) * \aßy...X\ = |a|.|/?|.jy|...|A| 

und speziell, wenn alle Faktoren einander gleich angenommen werden, 
(III') |a»l = la|*. 

Wenn wir die Gleichung (I) auf das Produkt 

{a + bi)(a' -b'i) = aa' + bb'~-{ab'-ba')i 
anwenden, so ergibt sich die merkwürdige Identität 

(a« + b^) (a'« + 6") = {aa' + b bj + (a 6' - 6 a'f. 
Aus derselben schließen wir, daß 

(IV) VäM^Ö^ . V^ T^ ^\aa' + bb'\ 

ist, wobei das Gleichheitszeichen nur steht, falls 

ab' --ba' = 0, d.h. a:b = a' :b' 
oc' 




fK^a 




Fig. 3. Fig. 4. 

ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, falls die Punkte 

a = a'\-biy a' = a' -\- b' i 
mit dem Nullpunkt in einer Geraden liegen (Fig. 3). 

Vergleichen wir nun den absoluten Betrag einer Summe 

\a + a\ 
mit den absoluten Beträgen der Summanden | a I und | a' ' . 

Es sei a = a + i ♦ , a' = a^ -{- b'i, dann ist 

\a + a'\^ = {a + ay + {b + bf 

= (a« + 6«) + (fl'^ + V^) + 2{aa' + bb') 

und folglich nach (IV) 
und endlich 

(V) i« + «'i^l«H-|«'l- 

Diese sehr häufig zu brauchende Ungleichung hat eine einfache 
geometrische Bedeutung. Betrachten wir nämlich die drei Punkte 
(Fig. 4) 

0, tt, a + «', 
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SO bedeutet ]a-|-a'| die geradlinige Entfernung des Punktes a + a' 
vom Punkte 0, während | a | die Entfernung des Punktes a vom 
Punkte und | a' | die Entfernung des Punktes a vom Punkte a-\-cc^ 
bedeutet. 

Die Ungleichung (V) sagt also nichts anderes aus, als daß die 
Summe der beiden letzteren Entfernungen mindestens so groß ist, 
wie die erstgenannte Entfernung. 

Ersetzen wir in (V) die Zahl a durch die Zahl a — a', so kommt 



\a 
und hieraus 

(V) l«_a'I^;al_|«'i. 

Indem wir — a' für a' schreiben, gewinnt die vorstehende Un- 
gleichung — da I — a' I = I a' 1 ist — die Gestalt 

(V") |a + «'l^k|- |«'r 

Nach (V) und (V") liegt also der Wert von \a-\-a*\ stets 
zwischen den beiden Grenzen | a | — | a' | und | a | + | a' 1 . 

Der Winkel q) zwischen der Halbachse der positiven reellen Zahlen 
und der Richtung vom Nullpunkt zur komplexen Zahl a wird der 
Winkel oder die Amplilude von a genannt und mit arca bezeichnet. 
Offenbar ist (Fig. 2) 

a = r cos q?, b == rsinq?, a = a -{-bi = r (cos 9? + * sin q?) . 

Dieser Darstellung von a werden wir noch später begegnen 
(S. 70). 

Wir wollen nun noch kurz die geometrischen Konstruktionen be- 
sprechen y welche der Addition und der Multiplikation der komplexen 
Zahlen entsprechen. 

Sind a und a' zwei Punkte in der komplexen Zahlenebene, so 

" der Mittelpunkt ihrer Verbindungsstrecke. Daraus folgt, 

daß, wenn 

ist, die Punkte a, «', ß, ß' die Ecken eines 
Parallelogramms bilden (Fig. 5). Um also 
aus a, «', ß 
Fig. o. ß' = a + a' — ß 

zu konstruieren, ergänze man das Dreieck ßaa' zum Parallelogramm 
ßaß'a', dann ist die ß gegenüberliegende Ecke ß' der zu kon- 
struierende Punkt. Wählt man ß = 0, so ist hierin die Konstruktion 
für die Summe a-\-a' enthalten, wählt man a' = 0, so hat man 
offenbar die Konstruktion für die Differenz a — ß. 




§ 2. Geometrische Darstellung der komplexen Zahlen. 



Betrachten wir nun in der komplexen Zahlenebene zwei Drei- 
ecke aa'a" und ß ß' ß" (Fig. 6), so sind dieselben ähnlich, wenn 

ß'-ß 






ß"-ß 



ist. Denn zunächst folgt aus vorstehender Gleichung, indem man 
beide Seiten um 1 vermindert, 



a — a 



tf 



«"-« 



ß'-ß" 
ß"-ß 



und indem man zu den absoluten Beträgen übergeht 

\a' - a\:\a" - a\:\a' - a"\ = \ß' - ß\:\ß" - ß 



ß'-ß"\^ 



d. h. die Seiten des Dreiecks aa' a*' sind pro- 
portional den Seiten des Dreiecks ß ß' ß" . Eine 
nähere Betrachtung, die wir übergehen, zeigt, daß 
die beiden Dreiecke aa'a" und ß ß' ß" gleich- 
orientiert sind, d. h. wenn der Pimkt a" zur 
Linken der Durchlaufungsrichtung aa' liegt, so 
auch der Punkt ß^' zur Linken der Durchlaufungs- 
richtung ßß\ und wenn der Punkt a" zur Rechten 
der Durchlaufungsrichtung aa' liegt, so auch der 
Punkt ß" zur Rechten der Durchlaufungsrichtung 

ßß'-'') 

Sind fünf der Punkte a, a', a", /?, ß', ß", etwa die ersten fünf, 
gegeben, so kann man hiemach den sechsten 




Fig. 6. 



a"-a 



leicht konstruieren. Man hat nur nötig, über ßß' ein Dreieck ß ß' ß" 
zu errichten, das ähnlich und gleichorientiert mit dem Dreieck aa'a" 
ist. Nehmen wir speziell 

SO erhalten wir eine Konstruktion für den Quotienten - 7-, während 
der Annahme 

eine Konstruktion für das Produkt ß' a'* entspricht. 



— ► 



^) Nimmt man an, dafi der Punkt i zur Linken der positiven Richtung 1 
der Achse der reellen Zahlen liegt, so liegt a" zur Linken oder zur Rechten 
der Durchlaufungsrichtung aa', je nachdem die zweite Komponente des 



Bruches 



a^'-'a 



a — a 



positiv oder negativ ist. 
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§ 3. Konvergente Zahlenfolgen. Die Zahlenkugeh 

Eine Folge komplexer Zahlen 

(1) a^ = a^ + b^i, a^ = a^ + b^i, ..., ««==«» + ***' ••• 
wollen wir konvergent nennen, wenn jede der beiden Folgen reeller 
Zahlen 

(2) \b b b 
konvergent ist*). Es sind dann 

lim fl = a , lim h^=^h 

fi=» n=oo 

bestimmte endliche Zahlen. Wir nennen a = a -^ bi die Grenze der 
Zahlenfolge a^, cc^, ..., a^, ... und schreiben 

lima„ = a. 

n 
n = » 

Wir wissen, daß für die Konvergenz der Folgen (2) notwendig 
und hinreichend ist, daß zu jeder beliebig klein vorgeschriebenen 
positiven Zahl e der Index n so bestimmbar ist, daß 

(3) \a^^a^\<e und \b^^bj^\<e 
ist, falls nur k und h > n sind. 

Hieraus werden wir jetzt den „Fundamentalsatz der Konvergenz" 
für das komplexe Zahlgebiet ableiten: 

Die Zahlenfolge 

1 * a ' • • * ' "'f I y • • • 

ist immer and nur dann konvergent, wenn zu jedem positiven e der 
Index n so gewählt werden kann, daß 

ist, s obald k und /l srößer als n sind. 

Offenbar ist dies eine notwendige Bedingung; denn aus (3) folgt 

I «* - «A I = vr«r-=^ jT(^ -'ij^ < V2.e, 

• 

und V2« kann ebenso jede beliebige positive Zahl darstellen, wie 
e selbst. Die Bedingung ist aber auch hinreichend, denn aus 



'«fc-«J = VK - a,Y + {b^ -b^'<e 
folgt 

I ^k "~ ^Ä I < ^ ""^ \h — *Ä I < ^ ' 
also das Bestehen der Ungleichungen (3). 



^) Definitionen und einfache Tatsachen aus der Theorie der unendlichen 
Reihen mit reellen Gliedern werden als bekannt vorausgesetzt. Man vergleiche 
etwa das Lehrbuch von Knopp, Unendliche Reihen. (Anmerkung der Heraus- 
geber). 



§ 3. Konvergente Zahlenfolgen. Die Zahlenkugel. 



Wir bemerken hier sogleich, daß die Bedingung des Fundamental- 
satzes der Konvergenz schon erfüllt ist, wenn nur zu jedem positiven e 
der Index n so gewählt werden kann, daß 



«*~«ni<« 



ist, falls k "> n ist Denn ist letztere Bedingung erfüllt, so können 
wir zu -5- den Index n so bestimmen, daß 



«* — «-< 



E 



ist, unter k und h zwei beliebige Indizes > n verstanden. Dann 
ist aber 

also wirklich die Bedingung des Fundamentalsatzes der Konvergenz 
erfüllt. 

An die Definition der konvergenten Zahlenfolgen knüpfen wir 
nun noch eine weitere Definition. 

Wenn die Zahlenfolge 

die Eigenschaft hat, daß zu jeder beliebig groß gewählten positiven 
Zahl G der Index n so bestimmt werden kann, daß 

ist, sobald A > n ist, so wollen wir sagen, die Zahlenfolge hat die 
Grenze unendlich, und wir drücken dies durch die Gleichung 

lim a==co 

n 

«1=00 

aus. Um für das hierdurch eingeführte Symbol c» ebenfalls eine geo- 
metrische Darstellung zu erhalten, stellen wir folgende Überlegung an. 

Wir betrachten eine Kugel, deren 
Mittelpunkt sich senkrecht über dem 
Nullpunkt der komplexen Zahlenebene 
befindet, welch letztere wir uns hori- 
zontal liegend denken wollen (Fig. 7). 
Verbinden wir den höchsten Punkt N 
der Kugel mit dem Punkte a der kom- 
plexen Zahlenebene geradlinig, so 
schneidet die Verbindungsgerade die 
Kugeloberfiäche außer in N noch in 
einem weiteren Punkte, den wir eben- 
falls a nennen wollen. Diese Konstruk- 
tion, welche jedem Punkte der Ebene 
einen bestimmten Punkt der Kugel zuordnet, nennt man „Stereo- 
graphische Projektion''. Jede komplexe Zahl a findet nun auf diese 




Fig. 7. 
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Weise einen ihr entsprechenden Punkt a der Kugel. Umgekehrt ent- 
spricht, mit Ausnahme des Punktes iV, jedem Punkte der Kugel eine 
bestimmte komplexe Zahl. Und nun wollen wir festsetzen, daß der 
Punkt N als Repräsentant des Symboles cx) angesehen werden und 
dementsprechend „Punkt c»" heißen soll. 

Betrachten wir eine Zahlenfolge a^, cc^, . . ., a^,-.-. ., für die 

lim a = c» 



n 

«=00 



ist, so nähern sich die Punkte a^, a^, . . ., a^, . . , der Kugel mit wach- 
sendem Index immer mehr dem Punkte N, während die entsprechen- 
den Punkte der Zahlenebene immer weiter vom Nullpunkt abrücken. 
Es entspricht also der Punkt N dem unendlich Fernen der Zahlen- 
ebene. Deshalb sprechen wir zuweilen kurz vom y,unendltch fernen 
Punkt" der Zahlenebene, worunter wir uns dann aber immer den 
Punkt CX) der Zahlenkugel vorzustellen haben. (Diese in der Funk- 
tionentheorie allgemein adoptierte Auffassung des unendlich Fernen 
der Ebene als eines „Punktes" steht in charakteristischem Gegensatz zu 
der Auffassung der projektiven Geometrie, in welcher bekanntlich das 
unendlich Ferne der Ebene als eine „Gerade" angesehen wird.) 

Der Vollständigkeit halber wollen wir hier die Formeln kurz ab- 
leiten, die zwischen den Koordinaten eines Punktes (%, y) der Zahlen- 
ebene und den Koordinaten (ß, t], C) des entsprechenden Punktes der 
Zahlenkugel bestehen. Wir nehmen den Nullpunkt der Zahlenebene 
als Anfangspunkt und lassen die positive Z-Achse mit der Richtung ON 
zusammenfallen. 

Der Radius der Kugel heiße a und die Entfernung OiV heiße e. 
Dann ist die Gleichung, welche ausdrückt, daß der Punkt (f , 17, C) auf 
der Kugeloberfläche liegt: 

oder 

f« + ^« = 2a(^-f)-(.-C)'. 
Liegen nun der Punkt iV(0, 0, e), der Punkt (f, tj, f) der Kugel und 
der Punkt (x, y, 0) der Zahlenebene in einer Geraden, so ist 

;r~0 _y~0 _ 0-g 

1-0 """ ff- Ö ^ f^ • 
d.h. 



Hieraus folgt 



e — Q ^ e — 



Af' + y =^ -7 — =S = ^'■' -T — - 



Es drücken sich also x, y und x^ + y'^ durch folgende Formeln ver- 
möge Sy V> ^ ^^s- 
(I) x= — i, y= — i,, x^ 4- \' = > — ^ ' 



§ 4. Grenzwerte unendlicher Zahlenmengfen. 1 1 

Umgekehrt folgt: 

-,. j^ 2a ex 2a ey ^ 2a e* 



Betrachten wir in der Zahlenebene diejenigen Punkte, welche der 
Gleichung 

(4) A{x^ + y^) + Bx + Cy + D = 

genügen, so bilden dieselben eine Kreisperipherie oder, falls ^ = 
ist, eine Gerade. Der Kürze halber werden wir jede Gerade in der 
komplexen Zahlenebene auch als „Kreis" (mit unendlichem Radius) 
bezeichnen, so daß also die vorstehende Gleichung (4) in jedem Falle 
einen Kreis in der Zahlenebene definiert. 

Den Formeln (I) zufolge genügen die Koordinaten (f, t], ^) der 
Gleichung 



(2ae* 



^') + ^/-: + ^.-c + ^ = ^ 



oder 

(5) Be^ + Cet] + {Ae^-'D)C + A e^ {2a -e) + De^O, 

wenn (x, y) der Gleichung (4) genügt. Die Gleichung (5) stellt eine 
Ebene vor, wenn f , ly, ^ als laufende Koordinaten angesehen werden. 
Da eine Ebene die Kugel in einem Kreise schneidet, so folgt: 

Jedem Kreise in der Zahlenehene entspricht ein Kreis auf der 
Zahlenkugel. 

Der Satz darf offenbar auch umgekehrt werden, da die Koeffi- 
zienten A, B,Cy D so gewählt werden können, daß die Gleichung (5) 
eine beliebige Ebene darstellt. Also: 

Jedem Kreise auf der Zahlenkugel entspricht ein Kreis in der 
Zahlenebene. 

Diejenigen Kreise der Kugel, welche durch den Punkt oo hindurch- 
gehen, entsprechen den Geraden der Zahlenebene. Daher sagen wir, 
daß eine Gerade ein Kreis sei, welcher durch den unendlich fernen 
P unkt _ der Zahlenebene hindurchge ht. 

Die leicht beweisbare Tatsache, daß die stereographische Projek- 
tion eine konforme Abbildung der Ebene auf die Kugel darstellt, d. h. 
daß der Winkel zwischen zwei Kurven in der Ebene derselbe ist, 
wie der Winkel zwischen den entsprechenden Kurven auf der Kugel, 
sei hier nur beiläufig erwähnt. 

§ 4. Grenzwerte unendlicher Zahlenmengen. 

Bezeichnet e eine positive Zahl, so wollen wir unter der „Um- 
gebung e" eines im Endlichen liegenden Punktes cc der komplexen 
Zahlenebene die Gesamtheit derjenigen Punkte z verstehen, welche 
der Bedingung \z — a\ < e genügen. Diese Punkte erfüllen das 
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Innere eines Kreises mit dem Mittelpunkt a und dem Radius c (Fig. 8). 
Die Zahl e nehmen wir als Maß der Größe der Umgebung. Auf der 
Zahlenkugel bilden die Punkte einer Umgebung des Punktes a das 
Innere eines um den Punkt a sich legenden Kreises, der sich mit 
abnehmendem e immer mehr auf den Punkt a zusammenzieht. Unter 
der Umgebung b des unendlich fernen Punktes wollen wir die Ge- 
samtheit derjenigen Punkte z verstehen, die der Bedingung 1 2^ 1 > — 
genügen. Diese Punkte erfüllen das Äußere eines Kreises mit dem 
Mittelpunkt und dem Radius — . Auch hier nehmen wir e als Maß 

für die Größe der Umgebung! Auf der Zahlenkugel stellt sich die 

Umgebung e des unendlich fernen Punktes als das Innere eines Kreises 

dar, der um den Punkt oo der Kugel abgegrenzt ist und um so kleiner 

wird, je kleiner e ist. 

Wir betrachten nun ein System 2, von unend- 
lich vielen komplexen Zahlen. Dasselbe wird geo- 
metrisch durch ein System von unendlich vielen 
Punkten der Zahlenebene oder der Zahlenkugel dar- 
gestellt, welches wir ebenfalls mit 2 bezeichnen 
wollen. Dabei wollen wir nicht ausschließen, daß 
Fiß- 8 unter den Zahlen des Systemes Z sich gleiche 

linden, in welchem Falle ein und derselbe Punkt dem 

Punktsystem mehrfach zugerechnet werden muß. 

Das Punktsystem 2 auf der Zahlenkugel bildet eine Punktmenge 

im dreidimensionalen Zahlenraum, in welchem unsere Kugel liegt. 

Die Grenz- oder Häufungs stellen dieser Punktmenge 2! sind gewisse 

Punkte der Kugel. 

Wenn a eine solche Grenzstelle ist, wo a eine endliche komplexe 

Zahl oder auch a = oo sein kann*), so liegen in jeder noch so kleinen 

Umgebung von a unendlich viele Punkte der Menge JT. Wir können 

daher aus 2 eine Zahlenfolge 

^l> ^9> ^g> • • ' y ^f^i ' ' • 

SO herausheben, daß 

lim a^ = a 




n 
n=x 



ist. Daher nennen wir a auch einen Grenzwert des Zahlensystems >2,\ 
Wir knüpfen an diese Betrachtung noch folgende Sätze: 

Liegt eine Zahlenfolge 



^1 ' '^s ' • • • J ^^ 1 



vor mit der Grenze a, so daß also 



lim (( ^^ a 

n 
n= X 



^) Bekanntlich g^ibt es ftir ein System von unendlich vielen Punkten auf 
der Kugel stets mindestens eine Häufungsstellc (Häufungsstellensatz) (A. d. H.). 
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isl, so besitzt das aus den Punkten a^, a^, ..., a^, ... bestehende 
Punktsystem nur die eine Grenzstelle a. 

Umgekehrt: 

Besitzt ein Punktsystem der Zahlenkugel nur eine Grenzstelle cc, 
so ist das entsprechende Zahlensystem abzahlbar , läßt sich also in ein^e 
Reihenfolge 



bringen, und es ist dann 



^1 ' ^9 ' • • • > ^n : 



lim a = « . 

n 

»=00 



Wir wollen den letzteren Satz unter der Annahme beweisen, daß 
die eine Grenzstelle tc im Punkte oo liegt. Man erkennt leicht, daß 

die Schlüsse, die wir in diesem Falle machen, auch für jeden be- 
liebigen Wert von a anwendbar bleiben. 

Es liege uns also ein unendliches Punktsystem 2! vor mit der 
einen Grenzstelle oo. Betrachten wir irgendeine Umgebung e des 
Punktes oo , so können außerhalb derselben nur endlich viele Punkte 
von 2! liegen. Im anderen Falle würde nämlich eine von oo ver- 
schiedene Grenzstelle von 2 existieren. In der komplexen Zahlen- 
ebene wird die Umgebung e durch das Äußere des Kreises mit dem 

Mittelpunkt und dem Radius — dargestellt. Im Innern eines solchen 

Kreises liegen also immer nur endlich viele Punkte von 2. 

Wir beschreiben nun um den Nullpunkt eine Reihe von Kreisen, 
deren Radien nach irgendeinem Gesetze ins Unendliche wachsen, und 
zerlegen dadurch die Ebene in die Stücke I, 
II, III, .. ., welche, abgesehen vom ersten, lauter 
Kreisringe sind (Fig. 9). 

Diesen Stücken entsprechend, teilen wir die 
Punkte von 2 in Gruppen (I), (II), (III), . . . ein, 
indem wir in jede Gruppe diejenigen aufnehmen, 
welche in dem betreffenden Stücke liegen. Jede 
einzelne Gruppe enthält nur eine endliche Zahl 
von Punkten. Diese ordnen wir immer so, daß 
diejenigen voranstehen, welche dem Nullpunkte Fig-9. 

näher liegen. 

Auf diese Weise erkennen wir, daß die Zahlen von 2 sich in 
eine Folge 

bringen lassen und zwar derart, daß 

i ^1 ' ^ I ^2 i ^ I ^ ! ^ 1 «4 i • • • 

und lim a^ = oo ist. 
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§ 6. Konvergenz der Reihen mit komplexen Gliedern. 

Die Reihe 

(1) ^1 + tt^a + ^3 + . . . + w^ + . . ., 

deren allgemeines Glied 

eine komplexe Zahl ist, heißt konvergent, wenn 

lim (te^^ + te^, + ie^3 + . . . + w J = s 



n=flo. 



einen bestimmten endlichen Wert vorstellt, wenn also die Folge der 
Teilsummen 

«1 = ^1» s, = Wi + «e^,, s, = af^ + Wg + ir3, ... 

eine konvergente Zahlenfolge bildet. Die Zahl s heißt dann die 
Summe der Reihe (l). Hieraus folgt, daß die Reihe (l) dann und 
nur dann konvergiert, wenn die beiden Reihen 

ri/ = «i + «9 + ..- + w^ + ... 

konvergieren, sowie daß s = u -}- iv ist. 

Femer folgt aus dem Fundamen talsatz der Konvergenz, an- 
gewandt auf die Zahlenfolge Sj, s,, Sj, . . ., das allgemeine Konvergenz- 
kriterium: 

Die unendliche Reihe 

'^l + ^« + «'s + • • • + «'n + • • • 

konvergiert dann und nur dann, wenn zu jedem positiven e der Index 
n so bestimmt werden kann, daß die Ungleichung 

für jeden Index k erfÜlÜ ist^). 

Wir wollen nun eine konvergente Reihe (l) unbedingt konvergent 
nennen, wenn sie bei beliebiger Umstellung der Glieder konvergent 
bleibt und ihre Summe nicht ändert. Für die unbedingte Konvergenz 
ist notwendig und hinreichend, daß die Reihen (2) unbedingt kon- 
vergent sind, und dies ist bekanntlich dann imd nur dann der Fall, 
wenn die Reihen 

l|vil + |v2l + ... + :t;J + ..- 

konvergieren. 
Da nun 



^n , = V«,' + Vn' = 1 W^ + * V„ I ^ 1 «„ I + I Vn 



^) Insbesondere ist also notwendig, daß Wn mit wachsendem n gegen 
konvergiert. 
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ist, so konvergiert mit den Reihen (3) zugleich die Reihe 

(4) I«'il + >sl + --- + |w„| + ---- 

Da ferner sowohl 1 «# 1 als auch 1 » 1 nicht größer als 



sind, so konvergiert mit der Reihe (4) auch jede der beiden Reihen 
(3). Daher dürfen wir folgendermaßen sagen: 

Eine Reihe Wj + Wg + • • • + "'n + * • • *^v^^f *^^ stets und nur 
dann unbedingt^ wenn sie „äbsoltW* konvergiert, d. h. wenn die Reihe 
der absoluten Beträge 

konvergent ist. 

Aus einer gegebenen unendlichen Reihe 

■ 

(5) «^1 + Wg + • • • + tt^n + • • • 

kann man in mannigfaltiger Weise eine unendliche Anzahl von Reihen 

'tTa.+Wo. + Wa, + ... 

(6) \ ^n + W'ya + »y, + • • • 



derart bilden, daß jedes Glied w^ der ursprünglichen Reihe in einer 
und nur einer der neuen Reihen auftritt. Beispielsweise würde 

^S+ ^6+^S+^12+"' 
^6 + ^9+^13 + '" 
^10 + ^14 + • • 

«'is + • • • 



eine derartige Zerlegung der Reihe (l) in unendlich viele Reihen 
sein. Wir wollen nun den folgenden Satz beweisen, den wir als 
Doppelreihen-Satz bezeichnen werden: 

Wenn die Reihe (5) absolut konvergiert und die Summe s besitzt, 
so konvergiert auch jede der Reihen (6) absolut, und wenn die Summen 
dieser Reihen mit s^,«,, S3, ... bezüglich bezeichnet werden, so kon- 
vergiert auch die Reihe 

iV 5, + s, + 53 + ... 

absolut, und ihre Summe ist s. 
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Die Reihe 



ist konvergent, weil ihre Teilsummen unterhalb der endlichen Zahl 

bleiben. Die erste der Reihen (6) ist daher absolut konvergent, und 
in gleicher Weise folgt, daß jede einzelne der Reihen (6) absolut 
konvergiert. 



Sei nun 
und 



S = »1 + ^9 + »8 + • • • 

^1 = tt'«! + tt^o, + Wa, + . . . 
^« = ^ßx +^ßt + ^ßt + '" 



Dann wird 



sein, wo x^, Xg,... diejenigen Indizes bedeuten, die in den ersten 
m Reihen (6) nicht auftreten. Ist nun n eine beliebig angenommene 
natürliche Zahl, so werden für genügend große Werte von m die 
Glieder w^,w^y...yW^ in den ersten m Reihen (6) vorkommen und 
also Xj, Xg... über n liegen. Dann wird 

■ ^ ~ («1 + «9 + • • • + 5^) i ^ I W'« + 1 i + i^n + 2 I + • • • = ''n 

sein, wo r den Rest der Reihe 

kl ! + ! «'a I + 1 «^8 1 + • • • 

bezeichnet. Da nun n so angenommen werden kann, daß r^ kleiner 
als eine beliebig klein vorgeschriebene Zahl ist; so hat man 

lim (Sj + Sg + . . . + sj = s. 

Die Reihe (7) konvergiert also und hat die Summe s. Daß diese 
Reihe absolut konvergiert, folgt aus den Ungleichungen 

^1 I ^ I «'a J + I tTa, I + . . . 



aus welchen man sofort 
schließt. Die Reihe 

i ^1 1 + I ^2 i + I «8 I + . . . 

ist demnach konvergent, da ihre Teilsummen unterhalb der festen 
Zahl 5 bleiben. Hiermit ist der Doppelreihensatz in allen Stücken 
bewiesen. 



§ 6. Komplexe Variable und Funktionen derselben. 17 

Mit Hülfe des Doppelreihensatzes ist es leicht, folgenden wich- 
tigen Satz zu beweisen: 

Das Produkt s-s' der Summen s und s' zweier absolut konver- 
genter Reihen 

s' = w^' + w^' + w^' + ... 
wird durch die ebenfalls absolut konvergente Reihe 

ss' = w^w^ + {w^w^' + w^w^) + (Wj w^' + w^ w^ + w^wl) + . . . 

dargestellt. 

In der Tat ist die aus den Gliedern 

(8) W'iW/, w^W^y «'a«'/^ ^i^^s'» «'gW'a'^ «'s«'/» ••• 

gebildete Reihe absolut konvergent. Betrachten wir nämlich irgend- 
welche Glieder dieser Reihe, so ist die Summe ihrer absoluten Be- 
träge nicht größer als 

(l«'il + l«',l + --- + i«',|)(KI + Ki + --- + |a''„|). 
wenn n der höchste Index ist, der in jenen Gliedern auftritt. Um so 
m^r überschreitet diese Summe nicht das Produkt W 'W\ wo 

ist. 

Nach dem Doppelreihensatz ist nun die Summe der aus den 
Gliedern (8) gebildeten Reihe einerseits gleich 

und andererseits gleich der Summe der unendlich vielen Reihen 

Sj = w^ w^ + w^ w^ + tt^i^s' + • • • = ^1^', 

h = «'S^ + ««'8< + «'s «'s' + • • • = WgS', 



d. h. gleich 



WjS' + W^s' -\-W^s' + ... = S'S'. 



§ 6. Komplexe Variable und Funktionen derselben. 

Betrachten wir ein System Z von komplexen Zahlen und setzen 
wir fest, daß die komplexe Zahl z = % + *y "^^^ jeder Zahl dieses 
Systems 2 identifiziert werden darf, so nennen wir z eine kom- 
plexe Variable und 2 ihr Gebiet. Dies Gebiet 2 wird geometrisch 
durch ein Punktsystem in der komplexen Zahlenebene oder auf der 
Zahlenkugel dargestellt. Wie früher wollen wir das Punktsystem eben- 
falls mit 2 und ebenfalls als „Gebiet" der komplexen Variablen z 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 2 
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bezeichnen. Bedienen wir uns der Darstellung der Zahlen von 2" 
durch die Zahlenkugel, so brauchen wir dann den Fall nicht aus- 
zuschließen, in welchem der Punkt ex? zu dem Punktsystem JS gehört, 
in welchem also unter den Zahlen von 2! auch der Wert oo vorkommt. 

Wenn nun jedem Wert, den z annehmen darf, also jeder Zahl 
von Zy nach einem bestimmten Gesetze ein komplexer Zahlenwert 
w = u -\-iv zugeordnet ist, so nennen wir w eine Funktion von z. 
Ist wie oben z = x -\-iyy so sind dann u und v reelle Funktionen 
der reellen Variablen x und y. Wenn uns also w als Funktion von z 
gegeben ist, so kommt das darauf hinaus, daß uns im reellen Ge- 
biete zwei Funktionen u und v von x und y gegeben sind. 

Betrachten wir das Punktsystem 2 (sei es in der Zahlenebene 
oder auf der Zahlenkugel), welches das Gebiet der Variablen z ist, 
so entspricht jedem Punkte von 2 ein bestimmter komplexer Zahlen- 
wert w. Stellen wir den letzteren wieder geometrisch als Punkt in 
einer Zahlenebene oder auf einer Zahlenkugel dar, so erhalten wir 
den verschiedenen Werten, die w annimmt, entsprechend ein Punkt- 
system 2'. Dabei kann das Punktsystem 2' ein und denselben Punkt 
mehrfach enthalten, was eintritt', wenn verschiedenen Werten von z 
derselbe Wert w zugeordnet ist. • 

Nun stellt sich die Abhängigkeit des Wertes von w von dem 
Werte von z geometrisch offenbar so dar: 

Die Punktsysteme 2 und 2' stehen in der Beziehung zueinander^ 
daß jedem Punkte von 2 ein bestimmter Punkt von 2' zugeordnet ist. 

Wenn wir die Punktsysteme 2 und 2' auf der Zahlenkugel be- 
trachten, so brauchen wir den Fall nicht auszuschließen, in welchem 
zu dem Punktsysteme 2' der Punkt ex? gehört, in welchem also unter 
den Funktionswerten w auch a; = oo vorkommt. 

Wir wollen nun den Begriff der Stetigkeit einführen. 

Es sei Zq ein bestimmter Wert der Variablen z, 
geometrisch dargestellt durch den Punkt Zq von 2, 
und es sei Wq der zugehörige Funktionswert, geome- 
trisch dargestellt durch den Punkt Wq von 2'. Wenn 
nun Zq eine Häufungsstelle der Punktmenge 2 ist, so 
Fig. 10. sagen wir, w sei stetig für den betrachteten Wert Zq, 
falls Wq endlich ist und zu jeder beliebig kleinen Um- 
gebung € von Wq sich eine Umgebung d von Zq so angeben läßt, 
daß den Punkten von 2, welche in letztere Umgebung fallen, Punkte 
von 2' entsprechen, die in die Umgebung e von Wq fallen (Fig. 10). 

Diese Bedingung läßt sich auch durch folgende ersetzen: 

Haben die Punkte z\ /', /", . . . von 2 die eine Grenzsielle Zq, so 
sollen die entsprechenden Punkte w\ w", w"', . . . von 2' die eine end- 
liche Grenzstelle Wq besitzen. 
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Betrachten wir den Fall, wo Zq einen endlichen Wert besitzt, so 
drückt sich die Bedingung der Stetigkeit offenbar folgendermaßen aus: 

Die Funktion w, welche für z = Zq den Wert w^ annimmt, ist 
für Zq stetig, falls zu jedem beliebig klein vorgeschriebenen positiven e 
die positive Größe d so bestimmt werden kann, daß \w ^ Wq\<,€ ist, 
sobald \z — ZQ\<d ist. 

Dies bleibt auch noch gültig für den Fall, wo z^ unendlich ist, 

wenn wir nur dem an sich sinnlosen Symbol ;8r — oo die Bedeutung — 

beilegen. 

Ist z. B. 

so können wir als Gebiet der Variablen z die ganze Zahlenkugel 
mit Ausschluß des Punktes z =- oo annehmen. Ist z^ ein bestimmter 
Wert von z, so kommt w^ = z^" und also 

w-^w^ = z''-z^ = {z- x:J(^"-i + z^'-^zo + • • • + z^-'^) 

und folglich 

' ^ - «^0 I = I -2^ - ^0 i 1 ^**"^ + ^**"*^0 + • • • + ^0 "* i 

wo wir |z| = r, |2rQ| = r^ gesetzt haben. Betrachten wir nun die 
Umgebung d des Punktes Zq, so ist für jedes z dieser Umgebung 
offenbar r = \z\< OM = r^j -j- d (Fig. 11). Daher wird dann 

i «^ - «'o I ^ 1^ - ^ol ((^0+ ^r-' + (ro+dr-Hr^+d) + ...) 

Nun ist es klar, daß wir d so klein wählen 
können, daß \w — Wq\ unter einem beliebig vor- 
geschriebenen e liegt Also ist w = z^ stetig 
für jeden endlichen Wert von z. Ebenso zeigt 
man, daß allgemeiner dasselbe gilt für jede 
ganze rationale Funktion 

w = a^z"" + «iZ— 1 + ... + (!„. Fig. 11. 

§ 7. Gleichmäßige Konvergenz. 

Wir betrachten eine Reihe 

(1) • s = tr^ + w, + W3 + . . . -f le'^ + . . ., 

deren Glieder Funktionen der komplexen Variablen z sind. Das Ge- 
biet dieser Variablen sei 2, und für jeden dem Punktsystem 2-' an- 
gehörenden Punkt z möge die Reihe (l) konvergieren. Die Summe 
s der Reihe ist dann ebenfalls eine Funktion der Variablen z, 

2* 
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Bezeichnen wir mit r^ den n***^ Rest der Reihe, so daß also 

oder 

(2) s = w^ + w^+w^ + ... + w^ + r^ 

ist, so folgt aus der vorausgesetzten Konvergenz der Reihe, daß für 
jeden bestimmten Punkt z des Gebietes 2! 

(3) kfc!<^ 

ist, sobald der Index k größer als ein geeignet gewählter Index n 
geworden ist. Dabei bedeutet, wie gewöhnlich, e eine beliebig klein 
angenommene positive Zahl. 

Wenn nun zu beliebig g!^gsbenf.m positivem e der Index n so fest 
gewählt werden kann, daß für k> n die Ungleichung (3) besteht für 
jeden beliebigen Punkt z des Gebietes 2, so heißt die Reihe (l) ifn 
Gebiet 2 gleichmäßig konvergent^). 

Die Bedeutung dieses Begriffes der gleichmäßigen Konvergenz 
beruht wesentlich auf folgendem Satze: 

Sind die Glieder der Reihe 

s = w^ + w^ + w^ + ... + w^ + ... 

für das Gebiet 2 stetige Funktionen von z und konvergiert die Reihe 
für das Gebiet 2 gleichmäßige so ist auch die Summe s der Reihe für 
das Gebiet 2 eine stetige Funktion von z. 

Denn ist e eine beliebig klein vorgeschriebene positive Zahl, so 
kann der Index n zunächst so gewählt werden, daß in der Gleichung 

^ = K + ^n 

der absolute Betrag von r^ kleiner als — ist für jeden Punkt z des 

Gebietes 2. Bezeichnet dann Zq einen bestimmten Punkt von 2 und 
nehmen wir in vorstehender Gleichung z = z^, so kommt etwa 

s« = s^ + r 
und 

Da s^ als Summe einer endlichen Anzahl stetiger Funktionen 
selbst stetig ist, so können wir die Umgebung d von Zq so wählen, daß 

\s — s^ <:: -- 



*) Zum Verständnis des Begriffes der gleichmäßigen Konvergenz dient 
am besten die Betrachtung einer ungleichmäßig konvergenten Reihe, z. B. 



00 ^« 



der Reihe 2 y^-^r^äs n > welche, wie der Leser leicht nachprüfen wird, im 
Intervall — I ^ ^ ^ 4" I ungleichmäßig konvergiert. (A. d. H.) 
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ist für jedes z, welches dieser Umgebung angehört. Für eben diese 
Umgebung ist dann 

womit die Stetigkeit von s dargetan ist. 

Die gleichmäßige Konvergenz einer Reihe läßt sich häufig mit 
Hülfe des folgenden Satzes feststellen: 

Es seien 

^i + ^^ + ^s + -' 

Qi + Qi -T Qs + '•■ 

zwei Reihen; die Glieder der ersten Reihe seien Funktionen von z in 
dem Gebiete 2, die Glieder der zweiten Reihe konstante positive Zahlen, 
Wenn dann für jedes z im Gebiete 2 die Ungleichungen 

\^n\^Qn ('*=1' 2, 3, ...) 

gelten, so konvergiert die erste Reihe für das Gebiet 2 absolut und 
gleichmäßig j wenn die zweite Reihe konvergent ist^). 

Daß die erste Reihe absolut konvergiert, folgt aus 

Da ferner für jedes z im Gebiete 2 der Rest der ersten Reihe die 
Ungleichung 

erfüllt, also kleiner oder gleich dem Reste der zweiten Reihe ist, so 
leuchtet auch die gleichmäßige Konvergenz der ersten Reihe ein. 

Unser Satz gestattet noch eine bemerkenswerte Verallgemeinerung. 
Wir wollen zwei Reihen betrachten: 

[W) OTj + Wg -|- Wg + . . . , 

deren Glieder Funktionen von z im Gebiete 2 sind. 
Wenn nun für jedes z in diesem Gebiete 

IM = . n I 

ist, so soll die Reihe {\V) eine .M ^jnran^P^'* der Reihe (w) für das 
Gebiet 2 heißen. Umgekehrt heiße (w) y,Mifwrante'' von (W). W^enn 
zwei Reihen in dieser Beziehung zueinander stehen, so bedienen wir 
uns zuweilen der Bezeichnung 

{W)^{w) oder auch {w)<^{W). 

Nun gilt offenbar folgender Satz: 

Ist für das Gebiet 2 die Reihe {w) Minorante der Reihe {W) und 
konvergiert die Reihe der absoluten Beträge der Glieder von (W) gleich- 

^) Vg^l. den Begriff der regulären Konvergenz im 6. Kap. § 2. 
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mäßig für das Gebiet 2, so konvergiert die Reihe (w) absolut und 
gleichmäßig für das Gebiet -2". 

Für den Fall, daß die Glieder der Majorante (W) positive Kon- 
stanten sind, geht dieser Satz in den vorhergehenden über. 

2. Kapitel. 

Die Potenzreihen. 

Die Theorie der analytischen Funktionen, wie wir sie hier 
nach Weierstraß entwickeln wollen, stützt sich auf die Betrachtung 
der Potenzreihen. Daher werden wir uns in diesem Kapitel eingehend 
mit den Eigenschaften dieser Reihen zu beschäftigen haben. 

§ 1. Konvergenzgebiet einer Potenzreihe. 

Es sei 

(1) ^(z) = c^ + c^z + c^z''^.,. + c^z'' + ... 

eine Potenzreihe, deren Koeffizienten c^, c^, Cg, ..., c„, ... irgend- 
welche komplexen Zahlen sind. 

Diejenigen Punkte z in der komplexen Zahlenebene, für welche 
die Reihe konvergiert, bilden dann das „KonvergenzgebieV^ (auch „Kon- 
vergenzbereich" oder „Konvergenzbezirk") der Potenzreihe. Jedenfalls 
gehört der Punkt z = dem Konvergenzgebiete an. 

Es gibt auch Potenzreihen, welche nur für ^ ^^ konvergieren, 
deren Konvergenzgebiet also aus dem einen Punkte ^r = besteht. 
Wir werden nachher zeigen, daß z. B. die Reihe 

1 + J8f + 2 ! ^^ + ... + •»! z»» + •• • 

eine derartige Reihe ist. 

Schließen wir diesen Fall aus, so wird ^{z) auch konvergieren 
für einen geeignet gewählten Wert z^, der von Null verschieden ist. 
Wenn nun 

konvergiert, so ist sicher""^ * , 

hm c^ Zq" = . 



»1 = 00 



Die Punkte c^, c^z^, S^o*> ••» ^n^o**' •*• ^^^iben also die einzige 
Häufungsstelle Null, und es ist daher möglich, um den Nullpunkt 
einen Kreis zu beschreiben, der alle diese Punkte in seinem Innern 
aufnimmt. Ist g der Radius dieses Kreises, so ist 

für « = , 1 , 2 , 3 , . . . 
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Wir beschreiben nun um den Nullpunkt irgendeinen Kreis, der 
den Punkt z^ ausschließt, und bezeichnen mit g den Radius dieses 
Kreises (Fig. 12). Ist dann z ein beliebiger Punkt im Innern oder 
auf der Peripherie dieses Kreises, so ist 



r"" 



^«^"l = knd-t;ni^<^ 



Setzen wir zur Abkürzung 

Q 



'o 



(rn)" • 



i^o I 
so wird also die Reihe 

g + g* + g*' + -.. + gÄ" + ... 

für den betrachteten Kreis eine Majorante der Potenzreihe 



c 







+ c^ z + c^ z^ + . . . + c„ ^" + . . . 





sein. Die erstere Reihe konvergiert als geometrische Reihe mit dem 
Quotienten *< 1. Folglich gilt der Satz: 

Wenn die Potenzreihe $ [z) für z = Zq konvergiert, so konvergiert 
sie absolut und gleichmäßig für die Punkte jedes Kreises mit dem 
Mittelpunkt und einem Radius, der kleiner als \zq\ ist 

Sie konvergiert daher insbe- 
sondere absolut für jeden Wert z, 
dessen absoluter Betrag kleiner als 
] Zq \ ist. also für alle Punkte z im 
Innern desjenigen Kreises, der den 
Mittelpunkt hat und dessen Peri- 
pherie durch den Punkt Zq geht. 

Wir betrachten nun die Ge- ^ig. 12. Fig. 13. 

samtheit derjenigen Kreise C mit 

dem Mittelpunkt 0, welche die Eigenschaft haben, daß im Innern eines 
solchen Kreises die Potenzreihe ^ {z) konvergiert. Es sei r die obere 
Grenze der Radien dieser Kreise (wobei ein unendlich großer Wert 
von r nicht ausgeschlossen ist) und K der Kreis mit dem Mittelpunkt 
und dem Radius r (Fig. 13). Ist z ein Punkt außerhalb dieses Kreises, 
so kann ^{z) für diesen Punkt nicht konvergieren. Denn es würde 
sonst einen Kreis (mit dem Radius | z |) geben, in dessen Innern ^ (z) 
konvergiert und dessen Radius > r ist. 

Ist dagegen z ein Punkt im Innern des Kreises Ä, so wird $(z) 
für diesen Punkt konvergieren; denn unter den Kreisen C gibt es 
solche, deren Radien beliebig dicht bei r liegen, also auch solche, 
die den Punkt z in ihr Inneres aufnehmen. Wir haben damit folgenden 
Satz erhalten: 

Ist $(2:) eine Potenzreihe, so gibt es einen Kreis K mit dem 
Mittelpunkt von der Eigenschaft, daß ^(z) konvergiert für jeden 
Punkt z im Innern des Kreises K, daß dagegen ^(j?) divergiert für 
jeden Punkt z außerhalb des Kreises K. 
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Ob ^(z) für die Punkte der Peripherie des Kreises K kon- 
vergiert oder divergiert, bleibt unentschieden. 

Diesen Kreis Ä nennen wir den Konvergenzkreis von ^(z), seinen 
Radius r den Konvergenzradius von ^{z). 

In dem ausgeschlossenen Fall, in welchem ^ {z) nur für 2: = 
konvergiert, wollen wir sagen, der Konvergenzradius r sei Null, und 
entsprechend, der Konvergenzkreis K reduziere sich auf den Nullpunkt. 

Ist der Konvergenzradius r (also die obere Grenze der Radien 
der Kreise C) unendlich, so bedeckt der Konvergenzkreis K die ganze 
komplexe Zahlenebene, und die Potenzreihe ^{z) konvergiert dann 
für jeden Wert von z> Eine solche Potenzreihe nennen wir „6^- 
ständig'' konvergent. 

Das Konvergenzgebiet einer Potenzreihe ^{z) besteht nun offen- 
bar aus den Punkten, die im Innern des Konvergenzkreises liegen, 
zu welchen Punkten eventuell noch diejenigen Punkte der Peripherie 
des Konvergenzkreises hinzukommen, in welchen ^{z) konvergiert. 

Wegen der oben bewiesenen gleichmäßigen Konvergenz einer 
Potenzreihe stellt eine Potenzreihe ^(z) im Innern ihres Konvergenz- 
kreises eine stetige Funktion vor. 

§ 2. Bestimmung des Konvergenzradius. 

Nach Cauchy kann man den Konvergenzradius einer Potenzreihe 

(1) ^{z) = c^ + c^z + c^z' + ... + cy-\-... 

auf folgende Weise aus ihren Koeffizienten bestimmen. 
Wir bilden uns die Zahlenfolge 



(2) jc^l, Vjc,!, \\c^\, V.cJ, ..., t^c^\, ... 

Alle Glieder dieser Folge sind als reelle nicht-negative Zahlen zu 
nehmen. 

Unter den Häufungswerten dieser Zahlen sei der größte l, d. ä. 



t 
n 

r = 



/ == lim y ; c.. I , dann ist 

1 

'/ 

der Konvergenzradius der Potenzreihe (l). 

Zum Beweise denken wir uns einen beliebig fixierten Wert z. 
Dann ist 

Ist nun 

l\z\ > 1, • 

so ist für unendlich viele Indizes n 



V\c^z"\ >1, also |r^z"j >1, 
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und es findet Divergenz statt, weil lim c^z^ nicht Null sein kann; 
ist aber 

/!z|<i, 

so ist von einem gewissen n ab 

wo k eine zwischen l\z\ und 1 fixierte Zahl bedeutet. 

Also ist, wenn C eine geeigaete positive Konstante bedeutet, 

$ (2r) < C (1 +* + *« + ...+*'' + ••. ). 
woraus die Konvergenz von ^(z) folgt. 

Der Fall Z = (d. h. r = oo) tritt dann und nur dann ein, wenn 
die Zahlenfolge (2) die einzige Häufungsstelle besitzt, d. h. wenn 



lim V| c„ I = 

ist. 

Die Potenzreihe 

<^0 + ^1 ^ + ^a ^* + • • • + ^n ^" + • • • 

Honvergiert beständig dann und nur dann, wenn 



n — 



lim VI cJ^O 
ist. 



n 

«=00 



Für die vorstehenden Sätze wollen wir nun einige Beispiele be- 
trachten. 

Für die Potenzreihe 

1 + z + ;?* + z^ + z^« + • • . 

ist y\c^\ gleich 1 oder 0, je nachdem n ein Quadrat ist oder nicht. 
Die Zählenfolge (2) hat also die beiden Häufungswerte und 1; 

es ist / = 1 und r = — = l . 



Für die Reihe 



z* , , z* 



ist 



l+^+2r + ---+n!+-" 






Wir betrachten nun 

(wl)« = [l.n].[2(n--l)].[3(n-2)]...[f».l]. 

Unter den n Faktoren der rechten Seite ist keiner kleiner als n. 
Denn es ist 

a(n — a+l) — n = {a — l){n — a)^0 



n. — 
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für a = 1, 2, 3, . . . , n. Folglich ist 

{fi I)« ^ «", n ! ^ (V;^», i^nl ^ Vn 
und daher 

* « ! — y ti 

Hiernach ist 

lim V'KT; = lim yl- = 0, 

11=00 w=ao "• 

und die betrachtete Reihe konvergiert also in der ganzen komplexen 
Zahlenebene. 

Für die Reihe 

l+2+2\z*+... + n\z'' + ... 
ist 



lim Vj c^ = lim yn\ = c»; 
folglich / = c» und r = — = 0. Die Reihe konvergiert also nur für 

z = 0. 

Wir erwähnen schließlich noch folgenden häufig gebrauchten Satz 
über den Konvergenzkreis: 

Stehen die Potenzreihen 

^{z) = c^ + c,z + c^z^ + ... + c^z'' + ... 

^iW = C + q'^ + ^/^' + --- + r;^" + ... 

in der Beziehung zueinander^ daß von einem gewissen Index ab be- 
ständig 

I ^n 1 ^ I *'n I 

ist, so ist der Konvergenzkreis von $(z) mindestens so groß wie der 
von $i(z). 

Denn für jeden Punkt im Innern des Konvergenzkreises von 
^j(z) konvergiert $i(^) absolut, folglich auch "^(z). 

§ 3. Rechnung mit Potenzreihen. 

Betrachten wir mehrere Potenzreihen 

so wollen wir den kleinsten unter ihren Konvergenzkreisen als ge- 
meinsamen Konvergenzkreis der Reihen bezeichnen. Für jeden Punkt 
innerhalb dieses Kreises konvergieren sämtliche Reihen, und zwar 
absolut; für jeden Punkt außerhalb dieses Kreises divergiert wenigstens 
eine der Reihen. 

Durch formale Addition zweier Potenzreihen 
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entsteht die neue Potenzreihe 

(1) % (Z) + Iß, (Z) = (C</) + C^^^) + (. W 4- CW) 2+... 

+ (ca) + c(f ))." + .... 

Diese konvergiert für jedes z, für welches sowohl ^^ {z) wie $^ («) 
konvergiert. Das gleiche gilt offenbar von der Differenz 

(2) qj, (^) - % {z) = (cW - c{f>) + (c.<') - c<«)) z 4- . . . 

+ (c»» - c«>) z» + • . • • 
Wenn wir ferner das Produkt der beiden Reihen ^^ (z) und 
$,(z) bilden: 

(3) *, (z) • ?, W = <> c{,^> + K^> cf + c(f ) 6U)j z ^ . . . , 

so ist die hierdurch erhaltene neue Potenzreihe (absolut) konvergent 
für jedes z, für welches ^^ (z) und $^ (z) absolut konvergieren, und 
die Summe dieser neuen Potenzreihe ist dann das Produkt aus den 
Summen der Reihen ^^ (z) und ^^ (z). 

Durch wiederholte Anwendung dieser Bemerkungen erhalten wir 
folgenden Satz: 

Es bedeute G($j (z), ^^(z), . . . , ^^ W) eine ganze rationale Funk- 
tion der Potenzreihen ^^(z), ^q{z), ..., ^kW* «^o ^iw^n Ausdruck, 
der durch ausschließliche Anwendung der Operationen der Addition^ 
Subtraktion und Multiplikation aus diesen Reihen zusammengesetzt ist. 
Durch wiederholte Anwendung der Gleichungen (l), (2) und (3) läßt 
sich dann diese ganze Funktion wieder in die Form einer Potenzreihe 
bringen. Die auf diese Weise entstehende RAhe ^(z) konvergiert ab- 
solut für jedes z im Innern des gemeinsamen Konvergenzkreises der 
Reihen ^i{z), "^^{z), ..., ^k{z)> ^^d für jedes solche z besteht die 
Gleichung 

in welcher unter $^ (z) , ^^{z), . . . , ^^ [z) und ^ (z) die Summen der 
Reihen für den betreffenden Wert vcn z zu verstehen sind. 

Wir gehen nun zur Betrachtung der Division der Potenzreihen 
über und wollen zunächst den Quotienten 

(4) 1 \ 3 

ins Auge fassen, wobei wir annehmen, daß die Potenzreihe im Nenner 
einen nicht verschwindenden Konvergenzradius besitzt. Dann ist der 
größte Häufungswert / der Zahlenfolge 

endlich, und es liegen daher diese Zahlen unterhalb einer geeignet ge- 
wählten positiven Zahl. Verstehen wir unter g eine derartige Zahl 
so ist für jeden Index n 

(5) i '•„!<?"• 
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Dies vorausgeschickt, bestimmen wir die Potenzreihe 

(6) Cl(z) = 1 +*i 2 + *,-?* + *»«* + ••• +*„^" + •• . 

so, daß formal') 

(7) (l-Cj2-C,2«-f,2*-...) (l+*,Z + *,Z« + *,2» + ...)=l 

wird. Wenn wir nach (3) das Produkt ausführen, so kommt 

und diese Gleichung ist formal befriedigt, wenn 

genommen wird. 

Nun findet man nach (5) sukzessive: 

i*8l^|fi'!*.' + |cj;*J + |c3i<2g»+g» + g» = 4§»,... . 

Allgemein ist 

(8) |*„!<2-ig«. 

In der Tat, nimmt man dies bis zu einem gewissen Index n hin 
als bewiesen an, so folgt 

I »n + l ' = I ^1 ^n "j~ ^2 ^«-1 ~!~ • • • "h ^n + 1 | 

^ i^li i*«I +.|^«li*«-l| -^ ••• + l^n + 1, 

und also 

= g^+i (1 + 1 + 2 + 2« + . . . + 2"-i) = g"+* • 2^ 

Die Ungleichung (8) gilt also allgemein, weil sie für « = 1 gilt. 
Aus dieser Vergleichung folgt, daß die Potenzreihe (6) eine 
Minorante von 

1 + gj? + 2* g^2r^ + 2^^^» + . . . + 2'-ig'*z'» + . . . 

ist. Die letztere Reihe konvergiert aber absolut, solange 

• ' 2 g 
ist; unter derselben Bedingung konvergiert daher auch die Reihe (6) 
absolut. Also folgt: 

Für alle Punkte z im Innern des Kreises mit dem Mittelpunkt 
und dem Radius — gilt die Gleichung 

(9) -:; \ T, = 1 + *i ^ + *o 2' + Äo -?* + ... . 

Im Innern dieses Kreises konvergiert nämlich die Reihe auf der 
rechten Seite, wie eben gezeigt wurde. Aber auch die Reihe 



*) D. h. wenn wir mit den Potenzreihen nach denselben Rechenregeln 
wie mit endlichen Summen rechnen (A. d. H.). 
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1 — Cj jJ: — Cg j?' ~ Cg jj* — ... konvergiert in jenem Kreise; denn der 
Konvergenzradius r = j dieser Reihe ist, wegen l ^g, nicht kleiner 

als — und um so mehr größer als ^ . Hierdurch gewinnt die formal 

gebildete Gleichung (7) eine Bedeutung. Für | j? | < — ist ferner 

|1 — fj r — Tg ^* — . . . I ^ 1 — i Cj j? I — I Cg jf' i — . . . 

>i_A_l_ =0 

also der Nenner in (9) von Null verschieden. Daher folgt (9) aus (7). 
Sei jetzt 

$ (^) = Äo + «1 2 + a, 2« + • • • 
eine Potenzreihe, deren erster Koeffizient a^ von Null verschieden 
ist und die überdies einen nicht verschwindenden Konvergenzradius 
besitzt. Dann können wir setzen 

$ {z) = «0 (1 — c^z — c^z^ — c^z^ — . . .) , 
wo 

ist. Es wird dann nach dem vorigen Satze 

__}_ --- _L . * = \ ^^ z \ ^^ s^ \ 

^ (z) «0 ' 1 - Cj ^ - Cg z« — c, r« — . . . «0 «0 «0 ' " * 

für diejenigen Werte von z, deren absoluter Betrag kleiner als eine 
geeignet gewählte positive Zahl ^- ist. Für g darf man irgendeine 
positive Zahl nehmen, die größer ist als jede Zahl der Reihe 

3 



i'-Vi' Vi f 



«II 

«0 



Wenn also $ (z) nicht verschwindenden Konvergenzradius besitzt und 
für z=0 nicht Null ist, so gibt es eine andere Potenzreihe D,{z) mit 
ebenfalls nicht verschwindendem Konvergenzradius, so beschaffen, daß 
in einem geeignet gewählten Kreise mit dem Mittelpunkte Null ^(z) 
und £l(z) beide konvergieren und in der Beziehung 

zueinander stehen. 

Plieraus folgern wir nun sofort: 

Eine gebrochene rationale Funktion der Potenzreihen 

ist in einem nicht verschwindenden Kreise wieder als Potenzreihe dar- 
stellbar, wenn die Potenzreihen ^^ {z) , %{z)y • • . , ^^ {z) nicht ver- 
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schwindende Konvergenzradien besitzen und der Nenner der rationalen 
Funktion für z = nicht Null ist. 

§ 4. Prinzip der Koeffizientenvergleichung. 

Dieses Prinzip beruht auf folgendem Satze: 

Es sei $ (z) eine Potenzreihe, die nicht ^,identisch Null'' ist, das soll 
heißen^ deren Koeffizienten nicht sämtlich Null sind. Der Kofivergenzradius 
der Potenzreihe sei nicht Null, Dann kann man stets eine Umgebung 6 
der Stelle z = bestimmen, innerhalb deren $ {z) , außer etwa für 2 = 0, 
nirgends verschwindet. 

Sei t^ der erste nicht verschwindende Koeffizient der Potenz- 
reihe ^{z), so ist 

wo ^j {z) zur Abkürzung steht. 

Die Potenzreihe %^{z) hat denselben Konvergenzkreis wie $(-?). 

Da eine Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenzkreises eine stetige 
Funktion ist, so können wir eine Umgebung d des Nullpunktes be- 
stimmen , innerhalb welcher $j {£) von ^j (0) = c^ um eine Größe 
verschieden ist, deren absoluter Betrag kleiner als ' c^ \ ist. In dieser 
Umgebung ist 

In der betrachteten Umgebung kann also ^ {z) nur für z = Null 
sein, und zwar ist dieses der Fall oder nicht je nachdem Ä > oder 
* = ist 

Der soeben bewiesene Satz läßt sich offenbar auch so aus- 
sprechen: 

Diejenigen Werte von z, für welche eine Potenzreihe ^(z) ver- 
schwindet, also die sogenannten ,,Nullstellen" von $(z), kommen nicht 
die Grenzstelle z = besitzen. 

Hieraus folgt nun weiter, daß zwei Potenzreihen miteinander 
identisch sein müssen, wenn für unendlich viele Werte von z, welche 
die Häufungsstelle z = besitzen, die beiden Potenzreihen konver- 
gieren und denselben Wert haben. Denn die Differenz der beiden 
Reihen muß nach dem letzten Satze identisch Null sein. Also: 

Aus der Gleichung 
darf man 

schließen, wenn die "beiden Seiten der Gleichung nicht verschwindende 
Konvergenzradien besitzen und die Gleichung für unendlich viele Werlc 
von z mit der Häufungssielle z = gilt. 
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§ 5. Ausdehnung der erhaltenen Sätze. 

Die bisherigen Resultate sind unmittelbar zu übertragen auf 
Potenzreihen von der Gestalt 

(1) 9i^(zia) == c^+ c,{z - a) + c^(z - af + ... + c^{z - ay + . , . . 

Setzt man bei einer solchen Potenzreihe 

z — a = C> 
so wird 

?(z/a) = Co + c,f + c,f« + ... + c„r + .--, 
also eine nach Potenzen von f fortschreitende Reihe. Ist r der Kon- 
vergenzradius der letzteren, so konvergiert oder divergiert die Reihe (l), 
je nachdem 

\^\ = \z — a\ <r oder > r 

ist. Die Punkte z, für welche \z — a\ < r ist, erfüllen das Innere des 
Kreises, der den Mittelpunkt a und den Radius r besitzt. Also: 

Zu jeder Potenzreihe ^{zja) gehört ein Kreis mit dem Mittel- 
punkt a, innerhalb dessen die Reihe konvergiert, außerhalb dessen die 
Reihe divergiert. 

Dieser Kreis heißt der Konvergenzkreis , sein Radius der Kon* 
vergenzradius der Reihe ^(zja). 

Betrachten wir einen Kreis, der den Mittelpunkt a hat und dessen 
Radius (um beliebig wenig) kleiner ist als der Konvergenzradius, so 
konvergiert ^(zja) für alle Punkte dieses Kreises absolut und gleich- 
mäßig. 

Die Summe der Potenzreihe $ [zja) stellt daher insbesondere im 
Innern des Konvergenzkreises eine stetige Funktion von z dar. 

Eine rationale Funktion von mehreren Potenzreihen $^(j2r/a), . . . , 
^j^izja) ist in einem nicht verschwindenden Kreise mit dem Mittel- 
punkt a wieder in der Form einer Potenzreihe ^{zja) darstellbar, wenn 
die Potenzreihen ^, {zja), ..., ^^^(^/a) nicht verschwindende Konvergenz- 
radien besitzen und der Nenner der rationalen Funktion für z= a nicht 
verschwindet. 

Entsprechendes wie für die Potenzreihen $ (zja) gilt auch für die 
Reihen der Gestalt 

(2) ^(z/cx>) = c„ + 5 +5 + ••• +5 + ••• . 

Diese konvergieren oder divergieren, je nachdem 

1 

£ 

ist, unter r den Konvergenzradius von Cq + c^ 2r + Cg ^^ -f- • • • + ^n^** + • • • 
verstanden. Eine Reihe von der Gestalt (2) konvergiert oder diver- 
giert also, je nachdem der Punkt z außerhalb oder innerhalb eines 
gewissen Kreises mit dem Mittelpunkt liegt. 



— ! < r oder 

M I 



> r , d. 1. \z\ > ~ oder \z\ < — 
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Die Ausnahmestellung des Punktes oo verschwindet, wenn wir 
die komplexen Zahlen durch die Punkte einer Kugel darstellen. Es 
gilt dann, gleichgültig ob a endlich oder oo ist, der Satz: 

Jeder Potenzreihe ^{zja) entspricht auf der Kugel ein Kreis, 
welcher die Kugel in zwei Gebiete zerl-egt von folgender Beschaffenheit: 
Im Innern desjenigen Gebietes, in weichem der Punkt a liegt, kon- 
vergiert $ [zjd) , im Innern des anderen Gebietes divergiert $ (zja) . 

Der wesentliche Inhalt des vorigen Paragraphen überträgt sich 
auf die Potenzreihen ^(zja), wo a endlich oder oo sein darf, in 
dieser Form: 

Wenn die Koeffizienten einer Potenzreihe ^{zja) nicht sämtlich 
verschwinden y so kann man um den Punkt a eine Umgebung so ab- 
grenzen, daß innerhalb derselben ^ (zJa) , außer e.wa für z^ a, nirgends 
verschwindet. 

§ 6. Die Umbildungen einer Potenzreihe. 

Wir betrachten eine Potenzreihe 

(1) 5ß(^/a) = Co + c,(«-«) + c,(r-a)«+..., 

deren Konvergenzradius r nicht verschwindet. 

Es sei b ein Punkt im Innern des Konvergenz- 
kreises von $ (zja) (Fig. 14). Wir können dann 

z^a = {b-a) + {z-b) = d + C 

setzen, wo d und f Abkürzungen für b — a und z — ^ 
resp. sind. 

Pi~14 Die Potenzreihe ^ (zfa) nimmt dadurch die Ge- 

stalt an: 

(2) ^(zla)=^c, + c,{d + C) + c,{d + CT + c,{d + Cr+^-. 

= c^ + [c^d + c,C] + [c,ö^ + 2c,dC + c^C^] 

+ [Cs »' + ^c,öH + Sc^d^^ + CgC«] + ... . 

Wir fragen jetzt: dürfen wir hier auf der rechten Seite nach 
Potenzen von ^ = z — b anordnen? 

Das ist jedenfalls dann erlaubt, wenn die Reihe der absoluten 
Beträge 

(3) \Co\ + \c,d\ + \c,C\ + \c^d'\ + \2c^dC\ + \c^C'\ + ^-. 

konvergiert. Eine Reihe aus lauter nicht negativen reellen Gliedern 
konvergiert aber, sobald sie bei irgendeiner beliebigen Anordnung der 
Glieder konvergiert. Daher konvergiert die Reihe (3), wenn die 
folgende Reihe 

(4) l'^ol + lc,|(|<Ji + |C|) + |r,i(|<J| + |^l)«+ir3|(!,J, + |C|)» + .- 
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konvergieit. Die letztere Reihe ist nichts anderes, als die Reihe der 
absoluten- Beträge von ^ (zja) . wenn z — a durch | <5 | + | f j ersetzt 
wird. Die Reihe (4) konvergiert also, falls 

\d\ + \C\<r, d. h. J2;-ft|<r-|6-a| 

ist. Diese Bedingung ist für jeden Punkt z erfüllt, der im Innern 
desjenigen Kreises liegt, dessen Mittelpunkt b ist und der den Kon- 
vergenzkreis von ^{zja) von innen berührt (Fig. 15). Liegt also j? im 
Innern dieses Kreises, so dürfen wir die rechte Seite in der Glei- 
chung (2) nach Potenzen von C == {z — b) anordnen. 

Wir wollen nun folgende Terminologie einführen: 

Setzt man in einer Potenzreihe ^ß (jsja) an Stelle von z — a überall 
{b — a) -\- (z ■— b) , entwickelt sodann jedes Glied der Potenzreihe nach 
Potenzen von {z — b) und ordnet schließlich die ganze Reihe nach 
den Potenzen von (z — b) an, so soll die dadurch erhaltene Potenz- 
reihe $i(x:/ft) eine ,yUmbtldung" der Reihe '^{zla) heißen. 

Es gilt dann der Satz: 

Die Umbildung "^^(zlb) 
konvergiert sicher im Innern 
desjenigen Kreises, der den 
Mittelpunkt b hat und den 
Konvergenzkreis der Reihe 
^ [zja) von innen berührt. 
Innerhalb des genannten Kr ei- Fig. 15. Fig. 16. 

ses besieht überall die Gleichung 

$ {zja) = ÜJ, {zjb) . 

Ein entsprechender Satz gilt für die Potenzreihen ^(jt/cx)). 
Es sei 

(5) $(2/oo) = c„ + -5-+ ;+•••+->+ ••• 

konvergent außerhalb des Kreises I z j = r und b ein Punkt außerhalb 
dieses Kreises (Fig. 16). 

Wir setzen 

z = b^{b-z)-^b-^, 
wo f zur Abkürzung für 6 — z steht. 

Dann kommt 

(6) q}(,/oo) = r„+3^ + .3_ + _^ + .... 

Solange nun |C|<|6|, d. h., solange z in dem Kreise liegt, 
der b als Mittelpunkt hat und durch den Nullpunkt hindurchgeht, ist 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 3 
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und nach den Sätzen des § 3 auch 

o fc« I fcs r • • • 



Daher ist dann 
(7) ^(z/<x,) = c„ + c,(J-+^+...) + '-,(i + y+. ..) + .... 
Hier dürfen wir nun nach Potenzen von f anordnen, wenn 



d. h. wenn 



l 1' 



konvergiert. Dies ist der Fall, wenn 

|6| — |C|>^> d. h. |6 — ^|<|6|--r 

ist, wenn also z in demjenigen Kreise mit dem Mittelpunkt b liegt, 
der den Kreis | ^ | = r von außen berührt. 

Innerhalb dieses Kreises ist also 
(8) $ (z/oo) = \ izjb) , 

WO ^j (zjb) diejenige Potenzreihe ist, die durch Anordnung der rechten 
Seite der Gleichung (7) nach Potenzen von ^ =^h — z entsteht. Diese 
Potenzreihe nennen wir die ^jUmbüiung'' der Reihe ^(z/c») für dea 
Punkt b . 

§ 7. Die Ableitungen einer Potenzreihe. 

Betrachten wir den Koeffizienten von f = z — 6 in der Umbil- 
dung ^i(^/^) ^^^ Potenzreihe 

(1) ^{zla) = c^ + c,{b^a+C) + c,{b-^a+0^ + ... + c^{b--a+CT+-^ 
so ist derselbe 

^1 + 2c, {b-a) + 303(6 -aY + ...+ nc^{b - a)«-i + • • • • 

Wir wissen, daß diese Reihe für jeden Punkt b, der im Innern des 
Konvergenzkreises von «ß(z/a) liegt, konvergiert. Mit anderen Worten: 

Die Reihe 

(2) c, + 2 c, (z ~ a) + 3 C3 (z - af + . . . + n c„ (z - a)*- 1 + . . . 

hat einen Konvergenzradius /, der mindestens so groß ist, wie der 
Konvergenzradius r von ^(z'a), also 
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Vergleichen wir nun die beiden Reihen 

^0 + c^iz — a) + c^{z-af + ... + c^(2'-a)''+.... 

^0 + ^'i (^ - «) + 2r, (^ -«)* + ... + nc^{z — ay + . . . , 
so ist r der Konvergenzradius der ersten, / der Konvergenzradius 
der zweiten. Da aber |c^| ^ l^^nl (** = 1> 2, ...), so ist der Kon- 
vergenzradius der ersten mindestens so groß wie der der zweiten, also 

Folglich ist / = r. Die Reihe (2) bezeichnen wir mit $'(j8:/«) und 
nennen sie die „abgeUitete'' Reihe von $(z/a). 

Es gilt also der Satz: 

Die abgeleüete Reihe 

^'{z/a) = c, + 2c^{z ~ a) + dc^{z -«/ + ...+ nrj^r - a)'-^+ . . . 
hat denselben Konvergenzkreis wie die urspiüngliche Reihe 

"^{zja) = Cq + c^{z — a) + c^{z-aY + ... + cj,z -- a)** + . . . . 

Die Potenzreihen 

^{z\a), $'(z/a), rW«). r'(«/«)- •••. 
von denen jede die abgeleitete Reihe der vorhergehenden Reihe ist, 
haben also sämtlich denselben Konvergenzkreis wie ^{zja) selbst. 
Wir nennen $^*^(2r/a) die n^^ abgeleitete Reihe von ^(zja), wobei wir, 
um diesen Begriff auch für den Fall n = anwendbar zu machen, 
unter der 0*^*^ abgeleiteten Reihe ^^^^(zfa) die ursprüngliche Reihe 
^{zja) selbst verstehen wollen. 

Wenn wir in der Gleichung (1) auf der rechten Seite nach Po- 
tenzen von C = ^ — b anordnen, so ergibt sich als Darstellung der 
Umbildung ^^(zlb) von ^(zja), wie man leicht erkennt: 

(3) ^{zla)= ?,(z/6) = qj(ö/a)+ ^'{bla){z-b) + ... + ^('.)(6/<,)ifr^V •••• 

Diese Entwicklung ist, wie wir wissen, sicher gültig im Innern 
des Kreises mit dem Mittelpunkt b, der den Konvergenzkreis von 
^{z/a) von innen berührt. 

Setzen wir z = b -{- hj so folgt aus (3) für alle Werte von ä, 
deren absoluter Betrag eine gewisse Größe nicht überschreitet, 

? (>±J'l±:l(^- = ^'(bla) + . . . + r>(*/a) ^V • . . . 

Da nun die Potenzreihe rechter Hand eine stetige Funktion von h 
ist, so kommt 

Die Potenzreihe ^(zja) definiert also im Innern ihres Konvergenz- 
kreises eine stetige Funktion von z, welche differentiierbar ist, und 

3* 
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zwar ist der Wert der abgeleiteten Reihe ^'{zja) immer der Differential- 
quotient von ^(z/a). Der Begriff des DifferefUialquotienten einer für 
ein gewisses Gebiet 2!" der Variablen z betrachteten Funktion f(2) isi 
dabei so aufzufassen: 

Ist z ein bestimmter Wert der Variablen, dargesteUt durch einen 
bestimmten Punkt des Punktsystems 2, so betrachte man den Quo- 
tienten 

fM-m 

z^ — z * 

wo z^ einen von z verschiedenen und veränderlich gedachten Punkt 
des Systems 2 bezeichnet. 

Gibt es nun einen endlichen bestimmten Wert f, von der Art, daß 



£^ — £ 



r 



absolut genommen kleiner als eine beliebig klein vorgeschriebene 
positive Zahl e ist, sobald z^ einer geeignet gewählten Umgebung des 
Punktes z angehört, so drücken wir diese Tatsache durch die Gleichung 



Z, — Z 



aus, nennen f{z) für den betrachteten Wert z im Gebiete 2 differen- 
iiierbar und bezeichnen f als den Differentialquotienten von f{z) für 
den betrachteten Wert z. Es ist f von z abhängig und also im Gebiete 
2 wieder eine Funktion von z. Der Diflferentialquotient dieser Funk- 
tion, wenn er existiert, heißt der zweite Differentialquotient von f{z) usf. 
Die Ableitung ^'(^r'a) von ^(zja) ist ihrerseits im Konvergenzkreis 
von ^{zja) diflferentiierbar und hat als DifFerentialquotienten '$"{za> 
usf. Die Potenzreihe ^(zja) definiert also im Innern ihres Konvergenz- 
kreises eine Funktion von z, welche Diflferentialquotient en aller Ord- 
nungen besitzt. 

§ 8. Unmittelbare Fortsetzungen einer Potenzreihe. 

Die Konvergenzkreise zweier Potenzreihen ^(zja) und ^^{zla^^ 
mögen ineinandergreifen; 5 sei das ihnen gemeinsame Stück und b 

ein Punkt innerhalb 5 (Fig. 17). 
Wenn nun die Gleichung 

für unendlich viele Punkte innerhalb S gilt, die 
dort die Häufungsstelle b haben , so gilt dicselhi 
Gleichung für jeden beliebigen Punkt c innerhalb 5. 
Aus der Voraussetzung folgt, daß die Lni- 
bildungen von ^{zjä) und $i(z/ai) für den 
Fig. 17. Punkt b identisch sind. Denn diese Umbildungen 
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sind Potenzreihen von (z — 6), die für unendlich viele Werte in be- 
liebiger Nähe von b einander gleich sind. Für diejenigen Punkte der 
geradlinigen Strecke bc, welche ins Innere des Konvergenzkreises 
jener gemeinsamen Umbildung von ¥(z/a) und ^^(^r/aj fallen, besitzen 
die letzteren Potenzreihen immer den gleichen Wert. Auf der Strecke 
bc gibt es also Punkte p von der Beschaffenheit, daß ^{zja) = ^lizja^) 
für jeden Punkt der Strecke bp gilt. Wir betrachten die Entfernungen 
dieser Punkte p von dem Punkte b. Es sei ft^ die obere Schranke 
dieser Entfernungen (Fig. 18). Wir behaupten: der Punkt q fällt mit c 
zusammen. Denn in einem genügend kleinen um q beschriebenen 
Kreise gilt $(z/a) = ^^(ir/aj, weil diese 

Gleichung für alle Punkte der Strecke bq _^ , ( \] ' 

gilt. Wenn nun q von c verschieden b p \Sy ^ 

wäre, so würde hiernach die Gleichung Fig. 18. 

'iß(j2r/Ä) = ?i(^/äi) auch noch für ein Stück 

der Verlängerung der Strecke bq über q hinaus gehen, was der Be- 
deutung des Punktes q widerspricht. Da q mit c zusammenfällt, so gilt 
^ (zla) = $1 (jf/aj auch für z = c, w. z. b. w. 

Stehen zwei Potenzreihen in der eben betrachteten Beziehung 
zueinander, haben also ihre Konvergenzkreise ein Stück gemeinsam 
und besitzen die Reihen innerhalb dieses Stückes überall denselben 
Wert, so heißt jede der Reihen eine ,, unmittelbare Fortsetzung" der 
andern. 

§ 9* Ein Hilfssatz über Potenzxeihen. 

Sind Ufy, a^y a_j, a^, a_^i . . . komplexe Zahlen, so wollen wir unter 
dem Zeichen 

»=—00 

die Summe der beiden Reihen 






+ ••• 
-8 l • • • 

verstehen. Nur wenn diese beiden Reihen konvergent sind, stellt 
also das Symbol (l) eine bestimmte komplexe Zahl, nämlich die 
Summe der beiden Limites 

lim {a^ + «^ + fl^^ -f . . . -f a J, lim {a_^ + a_^-\-.,. a_J 

H^ 00 M= CO 

vor. Die Summe dieser beiden Limites können wir auch durch 

lim 2Jaf^ 

fn = ao A=— m 
n=eo 
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andeuten. Nach diesen Festsetzungen wollen wir nun eine Summe 
der Gestalt 

(3) P(z)="2"„-^" 

betrachten. Für einen bestimmten Wert von z besitzt P{z) einen 
bestimmten endlichen Wert, wenn für das betreffende z die beiden 
Potenzreihen 



*. ö - 






beide zugleich konvergieren. Die Reihe ^(z) konvergiert im Innern eines 
Kreises |z|=r» die Reihe ^^{z) außerhalb eines Kreises |z|=rj. 
Offenbar haben die beiden Konvergenzgebiete von '^(z) und $j(:i 
nur dann ein Stück gemein, wenn r y^ r^ ist. Und zwar ist dieses 
gemeinsame Stück ein Kreisring. Diesen nennen wir den Konvergenz- 

ring von P{z). Da sowohl ^[z) wie ^^ f— J im Innern dieses Kreis- 
ringes stetige Funktionen von z vorstellen, so gilt gleiches für 

p(z) = $w + $,Q. 

Eine Summe der Gestalt P (z) wollen wir eine Laurentsche Reihe 
nennen. Eine gewöhnliche Potenzreihe können wir offenbar als eine 

Laurentsche Reihe ansehen, in welcher die Ko- 
effizienten c_j, c_3, ... sämdich Null sind. 

Es sei nun q der Radius eines Kreises mit 

dem Mittelpunkte 0, dessen Peripherie ganz im 

Innern des Konvergenzringes von P{z) verläuft 

(also rj^< Q <r) (Fig. 19). 

^^! TT Längs der Peripherie dieses Kreises ist P (Vi 

und folglich auch der absolute Betrag | P (^r) j von 
P(z) eine stetige Funktion. Folglich besitzt |P(2:)| auf der Kreis- 
peripherie ein endliches Maximum, so daß für jeden Punkt z der Kreis- 
peripherie 

(4) \P{z)\£M 

ist, unter M eine endliche nicht negative Zahl verstanden. Es besteht 
nun dsr ebenso mtrkwüriige wiz wichtige Satz, daß für jeden Index « 
die Ungleichung 

(6) ' k„l-e"^M 

gilty wenn längs der Kreisperipherie \z\ = q die Ungleichung (4) er- 
fiUlt ist. 

Wir beweisen diesen Satz zunächst für den Index « = 0^). 
^) Einen anderen Beweis siehe 5. Kap., § 7. 
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Da die Reihen $ (2) und $^ f — j längs der Peripherie des Kreises 

= Q gleichmäßig konvergieren, so können wir m und n so be- 
stimmen, daß in der Gleichung 

(6) P{z)=2ckZ^ + » 



— M 



der Wert von d der Ungleichung 

(7) \d\<€ ' 

genügt für jeden Wert von z, dessen absoluter Betrag gleich g ist. 
Dabei bedeutet, wie gewöhnlich, e eine beliebig klein gewählte posi- 
tive Zahl. Es ist dann 



(8) 






für alle diese Werte z absolut kleiner als Af + c, also 

(9) \f{z)\<M + 8. 

Das Komma an dem Summenzeichen in (8) soll andeuten, daß bei 
der Summation über k der Wert k = auszuschheßen ist. Wir wählen 
etzt irgendeine Zahl f vom absoluten Betrage 1, die jedoch so be- 
schaffen sein soll, daß keine ganzzahlige positive und negative Potenz 
von f gleich 1 wird. (Die Existenz derartiger Zahlen f wollen wir 
nachher nachweisen.) Sei dann s eine positive ganze Zahl und 



Zq = q, Zi^Sq> z^ = ^q. ..., 2r,_i = f 



^ ;tt-i 



so sind dies s Punkte auf dem Kreise | ^r | = ^, und wir finden leicht 
(10) 






Nun ist 






— m 



£2' 



— m 



CkQ 

f*-i 



{\^\>"+\)=2-l. 



wo 



i-^r 



— m 



CkQ 



von s unabhängig ist» Hieraus und aus (10) folgt 



'Ol :^ 



ö SS 



Da wir s beliebig groß und e beliebig klein annehmen dürfen, 
so folgt schließlich 



(11) 



Ol s^ 



^M. 



Betrachten wir jetzt 



Z-''P{z) = £c^3* 



—n 



*=-« 
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so ist in dieser Reihe c^ das von z freie Glied. Ferner ist längs des 
Kreises | j? | = ^ 

Folglich gilt nach (11) 

woraus die zu beweisende Ungleichung (5) unmittelbar folgt. 

Es erübrigt noch die Existenz von Zahlen f nachzuweisen, deren 
absoluter Betrag gleich 1 ist, ohne daß irgendeine Potenz von f mit 
ganzzahligem positiven Exponenten den Wert 1 besitzt. 

Eine solche ist z. B. die Zahl f = r- — : . 

2 + t 

Wäre nämlich ^^ = 1 , so folgte 

(2 - i)« = (2 + iy = (2 - * + 2iy = {2iy + n{2 - ♦)(2t)'»-i + . . . 
und hieraus 

{2iy = {2--i){A + Bi)^ 

wo A und B ganze Zahlen bedeuten. Nimmt man die Quadrate der 
absoluten Beträge der beiden Seiten, so ergibt sich 

4'* = 5(^^ + B3), 
eine Gleichung, die einen Widerspruch involviert 

3. Kapitel. 

Der Begriff der analytischen Punktion. 
§ 1. Monogene Systeme von Potenzreihen. 

Es sei ^ [zja) eine Potenzreihe 

^0 + c^{z — a) + c^{z — af + . . . 
mit nicht verschwindendem Konvergenzradius. Dieselbe besitzt un- 
endlich viele unmittelbare Fortsetzungen. Diese haben ihrerseits wieder 
unmittelbare Fortsetzungen usf. 

Alle auf diese Weise entstehenden Potenzreihen nennen wir 
yyFortseizungen" der Potenzreihe ^(zja), so daß also ^{zjb) eine 
Fortsetzung von ^ (xr/a) heißt, wenn entweder ^ (zjb) in früherem 
Sinne eine unmittelbare Fortsetzung von ^{zj») oder das Endglied 
einer Reihe 

•<ß(z/fl), ^{zla'), ^{zja"), ..., ^(^/a(»-»)), «ß(z/ft) 

ist, in welcher jedes Glied eine unmittelbare Fortsetzung des vorher- 
gehenden ist. 

Nach den Sätzen, die >vir früher kennen lernten, können wir den 
Begriff der Fortsetzung auch so fassen: 

Jede aus einer Potenzreihe ^{zjd) durch eine oder mehrere Um- 
bildungen entstehende Potenzreihe heißt eine Fortsetzung von ^(zja). 
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Ferner leuchtet unmittelbar ein, daß die Reihe <ß (zla) Fortsetzung 
von ^(zjb) ist, wenn letztere Reihe Fortsetzung der ersteren ist. 

Ein solches unendliches System von Potenzreihen, welches aus 
einer Reihe ?ß(2r/a) und allen ihren Fortsetzungen besteht, nennen 
wir ein „monogenes System von Potenzreihen". 

Wir behaupten, daß jede beliebige in einem solchen System 
enthaltene Potenzreihe als erzeugende Reihe angesehen werden 
kann, daß also die Reihe ^{zja) keine ausgezeichnete Stellung in 
dem System einnimmt. Diese Behauptung läßt sich offenbar auch so 
aussprechen: Jede Potenzreihe des Systems ist eine Fortsetzung jeder 
anderen. 

Sind nämlich ^ (z/ft) und $ (zjc) irgend zwei Potenzreihen des aus 
der Reihe ^{zja) erzeugten Systems, so ist ^{zjc) eine Fortsetzung 
von ^(zla) und $ (z/a) eine Fortsetzung von ^(zlb). Folglich ist 
auch ^{zjc) eine Fortsetzung von ^{zjb), w. z. b. w. 

Wir bemerken schließlich noch, daß wir in ein uns vorliegendes 
monogenes System von Potenzreihen auch jede Potenzreihe ^(zjco) 
aufnehmen, von welcher eine Fortsetzung in dem Systeme vorkommt. 
Dabei ist unter einer Fortsetzung einer Reihe 5ß(j2:/oo) jede Reihe zu 
verstehen, die aus ?ß(<j/oo) durch eine oder mehrere Umbildungen 
hervorgeht. — Aus vorstehendem ergibt sich der evidente Satz: 

Ein System von Potenzreihen bildet ein monogenes System, wenn 

1. jede Potenzreihe des Systems eine Fortsetzung jeder andern 
ist, und 

2. jede Umbildung einer Potenzreihe des Systems ebenfalls zum 
System gehört. 

§ 2. Definition der analjrtischen Funktion. 

Jedes monogene System von Potenzreihen definiert eine bestimmte 
Funktion f{z) der komplexen Variablen z. Ist z^ irgendein Wert 
von z, so betrachten wir die Potenzreihen, deren Konvergenz- 
kreis Zq in sich aufnimmt. Die Werte, welche diese Potenzreihen für 
z = Zq annehmen, ordnen wir dem Werte z^ zu. Dadurch ist eine 
bestimmte Funktion f[z) von z erklärt, die für z=^ z^ eindeutig oder 
mehrdeutig ist, je nachdem die genannten Potenzreihen für x = Zq 
alle den nämlichen Wert annehmen oder nicht. Offenbar können wir 
die Werte dieser Funktion, die einem bestimmten Argumente Zq ent- 
sprechen, auch so definieren: 

Man bärachte die dem monogenen System angehörenden Potenz- 
reihen ^{zjz^. Die konstanten Glieder dieser Potenxreihen sind dann 
die Werte der Funktion f{z) für z = Zq. 

Diese Definition halten wir auch noch für ^^ = 00 fest. Wenn 
also dem Systeme von Potenzreihen auch eine oder mehrere Potenz- 
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reihen $ (z/cx)) angehören, so sollen die konstanten Glieder dieser 
Potenzreihen die Werte der Funktion f(z) ixax z = oo sein. 

Eine Futikticn von z heißt eine analytische Funktion, wenn sie 
in dieser Weise durch ein monogenes System von Potenzreihen erklärt 
werden kann. Jede Reihe dieses Systems heißt ein „Element" der 
Funktion f(z). 

Hierbei ist nun noch folgendes zu beachten: Liegt uns ein mono- 
genes System von Potenzreihen vor, so ist es denkbar, daß ein be- 
stimmt fixierter Wert z^ von z überhaupt nicht in den Konvergenz- 
kreis irgendeiner Potenzreihe des Systems hineinfällt. Dann ist die 
betreffende Funktion f{z) für z = z^ nicht definiert. 

Die Gesamtheit derjenigen Werte z^y die ins Innere des Kon- 
vergenzkreises von Potenzreihen des monogenen Systems fallen und 
für die also auch dem System angehörende Reihen ^ (jjt/Zq) existieren, 
bezeichnen wir als den „Stetigkeitsbereich'* der Funktion f(z). Und 
zwar soll jeder Punkt so oft dem Stetigkeitsbereich zugezählt werden, 
als es verschiedene Potenzreihen ^{zJZq) des monogenen Systems gibt. 

Dabei ist der Fall nicht ausgeschlossen, daß zwei verschiedene 
Potenzreihen $(2/2:^) dasselbe konstante Glied haben, so daß ihnen 
ein und derselbe Wert /*(zq) entspricht. 

Aber man erkennt leicht, daß dieses nur für mehrdeutige Funk- 
tionen eintreten kann, daß also folgender Satz gilt: 

Ist die analytische Funktion f{z) durchgehends eindeutig, so ist 
jeder Punkt Zq ihres Stetigkeitsbereichs nur einfach zu zählen; die 
Funktion heiß dann schlechthin ,yeindeutige Funktion". 

Angenommen, es wären $ {zjzo) und 5ß^ {^I^q) zwei verschie- 
dene Funktionselemente von f(z), so würden in einer genügend 
kleinen Umgebung der Stelle Zq für jeden von z^ verschiedenen Punkt z^ 
die beiden Potenzreihen verschiedene Werte besitzen und daher f[2) 
für jeden solchen Punkt z^ mindestens zweideutig sein, entgegen der 
Annahme. 

§ 3. Eindeutige Zweige einer analytischen Funktion. 



Betrachten wir irgendein System -2* von Punkten in der kom- 
plexen Zahlenebene oder auf der Zahlenkugel, so kann sich ein be- 
Hebig fixierter Punkt a auf drei Arten gegen die Punkt menge ver- 
halten. 

Entweder gehören alle Punkte einer genügend kleinen Umgebung 
des Punktes a der Menge -2* an. 

Oder es gehört kein Punkt einer genügend kleinen Umgebung 
des Punktes a der Menge 2 an. 
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Oder endlich es fällt in jede noch so kleine Umgebung des 
Punktes a sowohl mindestens ein Punkt, der zur Menge gehört, wie 
auch mindestens ein Punkt, der nicht zur Menge gehört. 

Im ersten Falle sagen wir, a liege im Innern der Menge 2 oder 
sei ein ^yinnerer^^ Punkt von 2] im zweiten Falle, a liege außerhalb 
der Menge 2 oder sei ein „äußerer'' Punkt von 2; im dritten Falle 
endlich sagen wir, a liege an der Grenze von 2 oder sei ein Be- 
grenzungspunkt von 2. Ein Punkt a heiße ein „isolierter*' Begren- 
zungspunkt der Menge 2, wenn in einer genügend kleinen Umgebung 
von a der Punkt a der einzige Punkt ist, der nicht zur Menge 2 gehört. 

Für uns sind nun in der Folge solche Punktmengen 2 von Wichtig- 
keit, die folgende Eigenschaften haben: 

Erstens: alle ihre Punkte sind innere Punkte. 

Zweitens: je zwei Punkte a und b der Menge lassen sich durch 
eine stetige Linie*) miteinander verbinden, deren Punkte sämüich der 
Menge angehören. 

Zur Abkürzung wollen wir jede Punktmenge, welche diese beiden 
Eigenschaften hat, eine yyDomäne"^) nennen. 

Betrachten wir z. B. eine geschlossene 
knotenlose stetige Linie C, welche die Zahlen- 
ebene in zwei Stücke zerlegt, so werden die 
Punkte im Innern eines solchen Stückes eine 
Domäne bilden. Dies gilt auch noch, wenn wir 
einzelne Punkte p', p", . . . und Linienstücke / 
im Innern des betreffenden Stückes ausscheiden 
(Fig. 20). Die Begrenzungspunkte einer solchen pi^, 20. 

Domäne sind die Punkte der Linie C, die 

Punkte der ausgeschiedenen Linienstücke / und die ausgeschiedenen 
Punkte p\ /)", .... Die letzteren sind isolierte Begrenzungspunkte 
der Domäne. 




^) Unter einer stetigen Kurve in der Ebene der komplexen V'ariabeln 
2 =s X -\-iy versteht man eine Menge von Punkten, deren Koordinaten at, y als 
stetige Funktionen 

x = (p{t), y = v(0 

einer reellen V'ariabeln t in einem gegebenen Intervall ^o ^ ' ^ ^i definiert sind. 
Geschlossen hei£t die Kurve, wenn 

ist, einfach oder knotenlos ^ wenn fUr kein anderes Wertepaar t = t'y t^t" die 
zu^ehörigfen Punkte zusammenfallen. 

Eine einfach geschlossene stetige Kurve zerlegt die Ebene stets in zwei Gebiete. 
Den Inhalt dieses „Jordanschen Kurvensatzes" ^ der eines arithmetischen Be- 
weises fähig ist, müssen wir hier als anschaulich gegeben postulieren. (A. d. H.) 
*) In der Literatur wird sonst statt „Domäne'' meist „offenes Gebiet" oder 
^offener Bereich" oder auch schlechthin „Gebiet** bzw. j^Bereich" gesagt. (A.d. H.) 
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Endlich wollen wir noch folgende Terminologie bezüglich der 
Fortsetzung einer Potenzreihe einführen. Wenn wir die Fortsetzung $ (zjb) 
der Potenzreihe ^{zia) dadurch herleiten, daß wir die Potenzreihen 

bilden, von denen jede eine Umbildung der vorhergehenden ist, so 
wollen wir sagen, die Fortsetzung von $ (z/a) sei durch Vermiitelung 
der Stellen a\ a'\ ..., a^*^ erfolgt. 

Es sei jedem Punkte z einer Domäne D ein bestimmter endlicher 
Wert w nach irgendeinem Gesetze zugeordnet^ so daß also w als Funk- 
tion von z in der Domäne D gegeben ist. Wenn nun die Werte der 
Funktion w für eine genügend kleine Umgebung jeder Stelle a der 
Domäne D durch eine Potenzreihe ^{zja) darstellbar sind, so sagen 
wir, w sei regulär in D. 

Dann können wir folgenden fundamentalen Satz beweisen: 
Es gibt eine analytische Funktion f(z)f so daß für jedes z von 
D die Funktion w(z) einen der Werte von f{z) vorstellt. Wir nennen 
w(z) einen in der Domäne D eindeutigen Zweig von f{z). 

Alles was wir zu beweisen haben, ist, daß die Potenzreihen 
'^{zja) und ^(zjb), welche in den Umgebungen zweier behebiger 
Punkte a und b der Domäne D die Werte von w darstellen, Fort- 
setzungen voneinander sind. 

Es sei a ein Punkt der Domäne D und r der Radius des größten 
Kreises mit dem Mittelpunkt a, innerhalb dessen die Werte von w 

durch ^{zja) darstellbar sind. Ist dann r für ge- 
eignetes a unendlich, so liegt b im Innern des Kreises 
(a, r), und ^ (zfb) = w (z) ist Umbildung von ^ (^/a). — 
Ist aber r endlich für jedes a, so zeigen wir zunächst, 
daß r eine stetige Funktion von a innerhalb der Do- 
mäne D ist. Es sei a ein beliebig fixierter Punkt 

der Domäne D. Ferner sei a' ein Punkt, dessen 
Fig. 21. ^ ' 

Entfernung d von a kleiner als — ist (Fig. 21). 

Da die Umbildung ^(zja ja') ^) von ^{zja) mindestens in dem Kreise 
mit dem Mittelpunkt a' und dem Radius r — d die Werte von w dar- 
stellt, so ist r'^r — d oder r ~ r' ^d, wo r' dieselbe Bedeutung 
für a' hat, wie r für a. Da aber a im Innern des Konvergenz- 
kreises von ^[zjala') liegt, so ist auch r^r' — d oder r' — r ^ä- 
Es liegt also r' — r zwischen — d und -\-d, d.h. es ist 

\r' -r\^d. 

Da d behebig klein genommen werden kann, so ist also in der Tat 
r eine stetige Funktion von a. 




^) ^{zjala') geht aus $ (2^/a) hervor, indem z — a durch ^ — a' — (a — aO 
ersetzt und dann die Funktion nach Potenzen von z — a' entwickelt wird. (A.d.H.) 
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Seien nun a und b irgend zwei Punkte der Domäne Z). Wir 
verbinden dieselbe durch eine stetige Kurve, die ganz in D liegt. 
Da r sich längs dieser Linie stetig ändert, so besitzt r ein Minimum q, 
welches den Wert von r für einen gewissen Punkt der Kurve ah 
darstellt und daher von Null verschieden ist. 

Wir wählen nun auf der Kurve ah zwischen a und h die auf- 
einanderfolgenden Punkte Äj, a^, äj, ..., a^, so daß in der Reihe 

aa^a^a^,,.a^h 
der Abstand zweier aufeinanderfolgender Punkte < q ist (Fig. 22). 
Die Potenzreihen 

«ß(z/a), %{zla,), ^(«K), ..., $(z/0. *W*)' 
welche in der Umgebung jener Punkte die Werte 
der Funktion w darstellen, sind dann so beschaffen, 
daß jede durch Umbildung der vorhergehenden er- 
zeugt werden kann, da der Konvergenzkreis jeder 
dieser Reihen den Mittelpunkt des Konvergenzkreises p. «o 

der nächstfolgenden Reihe in seinem Innern enthält. 
Es ist daher wirklich, wie gezeigt werden sollte, $ (zh) eine Fort- 
setzung von '^(zja). 

§ 4. Beispiele. 

Betrachten wir eine rationale Funktion 

(i) ^(^) ^ 6o + &i g -I- ■ ■ ■ + &r 'g*' 

^ ^ g{z) ap -r a^ z + . . . -f «1. ^ ' 

deren Zähler vom r**" Grade, deren Nenner vom n^^^ Grade sei, so 

besitzt dieselbe für jeden endlichen Wert von z, für welchen der 

Nenner nicht verschwindet, einen bestimmten endlichen Wert w. Sie 

definiert also in der komplexen Zahlenebene, wenn wir die Wurzeln 

der Gleichung 

(2) a^ + a,z + ... + a^^z'' = 

ausschließen, eine eindeutige Funktion von z. 

Ohne den Fundamentalsatz der Algebra vorauszusetzen, kann 
man einsehen, daß die Gleichung (2) höchstens n Wurzeln besitzt. 
Denn ist z == z^ eine Wurzel von (2), so ist die linke Seite g{z) 
ohne Rest durch {z — z^) teilbar; würden nun z = z^, z --^ z^, ..., 
z = Zn+i n -\- 1 verschiedene Wurzeln von (2) sein, so würde die 
ganze Funktion g (z) durch die ganze Funktion (n + l)**** Grades 
[z — Zj){z — z^)...{z — Zn+i) teilbar sein, was widersinnig ist. Man 
darf außerdem voraussetzen, daß keine Wurzel von (2) zugleich Wurzel 
von h(z) = ist, weil sonst h {z) und g {z) einen gemeinsamen Faktor 
hätten. Von dem größten gemeinsamen Teiler kann man aber g{z) 
und h{z) von vornherein befreit annehmen. 
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Betrachten wir nun die ganze Zahlenebene oder lieber gleich 
die Zahlenkugel mit Ausschluß der etwa vorhandenen Nullstellen des 
Nenners g(z) und des unendlich fernen Punktes, so haben wir eine 

Domäne D vor uns, in welcher w= — ~ einen eindeutigen Zweig 

einer analytischen Funktion vorstellt. Denn ist a ein beliebiger Punkt 
der Domäne Z>, so ist 

_ h{x) __ Ä (a -(z — a)) _ ^jz— a) 

wo ^^(z — a) und ^^{z — a) im Endlichen abbrechende Potenzreihen 
(nämlich ganze rationale Funktionen von z — a) vorstellen, von welchen 
die zweite für z = a nicht Null ist. Folglich ist nach den früheren 
Sätzen 

(3) w = ^{z — a) 

in einer genügend kleinen Umgebung der Stelle a. 

Es ist aber —-^ eine eindeutige analytische Funktion von z. 

Denn die Potenzreihen (3), welche wechselnden Werten von a ent- 
sprechen, bilden ein ,yfnonogenes System". Daß je zwei der Potenz- 
reihen (3) Fortsetzungen voneinander sind, folgt aus dem schon be- 
nutzten Satze, nach welchem w einen eindeutigen Zweig einer analyti- 
schen Funktion darstellt. Daß aber auch, unter ^ {zjä) eine der Potenz- 
reihen (3) verstanden, jede Fortsetzung derselben zu den Potenzreihen (3) 
gehört, geht unmittelbar daraus hervor, daß jede Umbildung von ^(z/ö) 

h (z\ 

in ihrem Konvergenzkreise den Wert von — -- darstellt. Durch fort- 
gesetzte Umbildungen kommt man also aus dem System derjenigen 

h (z) 

Potenzreihen, die — y in der Umgebung irgendeines Punktes der 

Zahlenkugel darstellen, in der Tat nicht heraus. In dem System 
dieser Potenzreihen kommt auch eine dem Punkte cx) entsprechende 
Reihe ^ (zja) vor, wenn n ^ r ist. Denn dann hat man 

h{z) ^ ^'(l)-^ "-^^^ nY.-r__ /n 

~g(z) (l\n '{zJ ^\7J' 

^ 1 \ 

Ist dagegen « < r, so gibt es eine solche Reihe ^ ( — j nicht. 
Zusammenfassend können wir sagen: 

h (z\ 

Eine rationale Funktion — J- ist eine eindeutige analytische Funk- 

tion. Der Stetigkeitsbereich umfaßt alle Werte von z mit Ausschluß 
der Nullstellen des Nenners g(z) und — wenn der Grad des Zählers 
größer als der des Nenners ist — mit A usschluß von z = cx) . 
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Da an den ausgeschlossenen Stellen —7-, unendlich wird, so kann 

kein Funktionselement existieren, welches eine dieser Stellen im 
Innern seines Konvergenzkreises enthielte. Die ausgeschlossenen 
Stellen bilden also notwendig die Begrenzung des Stetigkeits- 
bereiches. 

Als zweites Beispiel wollen wir eine beständig konvergierende 
Potenzreihe 

'^iz) = Co + c^z + c^z^+ ... 

betrachten. Dieselbe definiert eine eindeutige analytische Funktion, 
deren Stetigkeitsbereich durch alle Werte von z mit eventuellem Aus- 
schluß des Wertes z = cx) gebildet wird. 

In der Tat ist jede Umbildung ^{zja) von $(z) ebenfalls eine 
beständig konvergierende Reihe, und diese Umbildungen bilden daher 
das aus ^(z) entspringende monogene System von Potenzreihen. 

Wir wollen nun zeigen, daß, abgesehen von dem Falle, wo ^ (z) 
sich auf das Anfangsglied c^ reduziert, der Punkt 00 nicht zu dem 
Stetigkeitsbereich der durch ^(z) definierten Funktion gehört. 

Zu diesem Zwecke beweisen wir den Satz: 

Wenn die beständig konvergierende Reihe ^{z) sich nicht auf ihr 
Anfangsglied reduziert, so gibt es in jeder noch so kleinen Umgebung 
des Punktes co mindestens einen Wert von z, für welchen 

\^{z)\>G 

wird, unter G eine beliebig groß vorgeschriebene positive Zahl ver- 
standen. 

Wir betrachten eine Umgebung des Punktes cx), 
d.h. das Äußere eines Kreises mit dem Mittelpunkt 0. 
Sei ferner G eine beliebig vorgeschriebene positive 
Zahl und es werde' angenommen, daß 

sei, für jeden Punkt z in der betrachteten Umgebung Fig. 23. 

des Punktes cx). Wenn dann r den Radius eines 
Kreises mit dem Mittelpunkt bedeutet, dessen Peripherie ganz in 
jener Umgebung verläuft (Fig. 23), so ist 

[cJr'^^G (n = 0,l,2,3,...) 

nach dem Hilfssatz in § 9 des vorigen Kapitels. 
Hieraus folgt 

C„ I < — : . 




I n I == |rll 
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Da wir nun r beliebig groß annehmen können, so ist \c^\, falls 
n > , kleiner oder gleich einer beliebig klein zu machenden positiven 
Größe und daher 

c =0. 

n 

Folglich muß sich dann ^ (z) auf das erste Glied Cq reduzieren. 

Damit ist offenbar unser Satz bewiesen. 

Wenn nun z = oo dem Stetigkeitsbereiche der durch ^ (z) defi- 
nierten Funktion angehören würde, so hätte man in einer genügend 
kleinen Umgebung des Punktes cx) 

^(^) = *o + -H^-+--- • 

Für große Werte von z würde ^{z) wenig von k^ verschieden 
sein und daher | ?P (^) | unter einer endlichen positiven Zahl bleiben. 
Folglich gehört, wie behauptet wurde, z = oo nur dann dem Stetig- 
keitsbereiche unserer Funktion an, wenn ^ (z) = Cq ist und also die 
Funktion sich auf eine Konstante reduziert. 

Eine analytische Funktion, welche durch eine beständig konver- 
gierende Reihe ^{z) definiert werden kann, nennt man nach Weier- 
Straß eine „ganze Funktion". Wenn die Reihe ^(z) abbricht, so ist 
die betreffende ganze Funktion „rationaV\ im andern Falle „trans- 
zendent*^. 

Als letztes Beispiel wollen wir den Quotienten zweier beständig 
konvergierenden Reihen 

betrachten. Zunächst beweisen wir den folgenden wichtigen Satz: 

Die Nullstellen einer beständig konvergierenden Potenzreihe $(f) 
können keine im Endlichen liegende Häufungsstelle haben. 

Betrachten wir nämlich einen beliebigen endlichen Wert z = a, 
so ist 

$ {z) = %,{z- a), 

WO die rechte Seite die Umbildung von $ (j?) für z = a bedeutet. 
Nun wissen wir, daß in einer genügend kleinen Umgebung von z = a 
die Reihe ^^ {z — a) nicht verschwindet, außer etwa für z = a. Da- 
her ist also z = a keine Häufungsstelle der Nullstellen von ^ (z) . 

Wenn wir nun aus der Zahlenkugel die Nullstellen von $(xr), 
wenn solche existieren, und den Punkt cx) ausscheiden, so entsteht 
eine Domäne, in welcher w in der Umgebung jeder Stelle als Potenz- 
reihe darstellbar ist. Daraus schließen wir wieder, daß der Quotient 
zweier beständig konvergierender Potenzreihen eine eindeutige ana- 
lytische Funktion darstellt, deren Stetigkeitsbereich die Zahlenkugel 
ist mit Ausschluß gewisser Punkte. Die letzteren besitzen, wenn sie 
in unendlicher Anzahl vorhanden sind, die eine Häufungsstelle oo. 



§ 5. Die Elementarzweige und ihre singulären Punkte. 49 

§ 5. Die Elementar2weige und ihre singulären Punkte« 

Eine einzelne Potenzreihe ^(zja), welche dem monogenen 
Systeme angehört, das die analytische Funktion /(z) definiert, be- 
zeichneten wir als ein „Elemeni" der Funktion f(z) . Im Innern ihres 
Konvergenzkreises definiert die Potenzreihe ^{zja) einen eindeutigen 
Zweig von f(z); wir wollen einen solchen Zweig einen „Elementar" 
zweig'' nennen. 

Betrachten wir einen Punkt s auf dem Konvergenzkreise von 
^(^r/a), so gibt es entweder eine Potenzreihe $(xr/s) mit nicht ver- 
schwindendem Konvergenzradius, die eine unmittelbare Fortsetzung 
von ^(zja) ist, oder es gibt keine derartige Potenzreihe. Im ersten 
Falle wollen wir s einen regulären y im letzteren Falle einen singulären 
Punkt des Elementarzweiges nennen. Wir beweisen nun in diesem 
Paragraphen den fundamentalen Satz: 

Auf der Peripherie des Konvergetizkreises von $ (zja) liegt immer 
mindestens ein singulärer Punkt. 

Beim Beweise setzen wir der Einfachheit halber a = . Ist a 
von Null verschieden, so sind die nachfolgenden Betrachtungen nur 
unwesentlich zu modifizieren. 

Es sei also 

eine Potenzreihe, r ihr Konvergenzradius und K ihr Konvergenzkreis. . 

Nehmen wir nun an, daß nicht nur im Innern, sondern auch 
auf der Peripherie des Konvergenzkreises jedem Punkte a eine un- 
mittelbare Fortsetzung ^{zja) von %(z) entspricht, so wird der Kon- 
vergenzradius r^ dieser Fortsetzung eine stetige Funktion von a sein. 
Dies folgt aus einer ähnlichen Betrachtung, wie wir sie in § 3 an- 
gestellt haben. 

Wenn nämlich a' genügend nahe bei a liegt, so ist |r^' — r^l^rf, 
wo d die Entfernung | a' — a | der beiden Punkte voneinander 
bedeutet. Da nun die Punkte a im Innern und auf der Peripherie unseres 
Kreises eine abgeschlossene Menge *) bilden, so besitzt r^ ein Mini- 
mum Q, welches von Null verschieden ist. 

Hieraus würde nun, wie wir zeigen werden, weiter folgen, daß 
der Konvergenzradius von $ {z) nicht r , sondern > r wäre. 

Wir beschreiben zu dem Zwecke um den Nullpunkt einen 
Kreis K' mit dem Radius r -\- a , wo ö eine positive Zahl < q be- 
deutet. Den Ring zwischen K und K' bezeichnen wir mit C, wobei 
wir die den Ring begrenzenden Kreisperipherien mit zu dem Ringe 
zählen wollen. 



*) Eine Punktmenge heifit abgeschlossen, wenn sie ihre Häufungspunkte 
oder Grenzpunkte enthält. Eine auf einer abgeschlossenen Punktmenge stetige 
Funktion besitzt ein Maximum und ein Minimum (A. d. H.). 

HurwitB-Courant, Funkdonentheorte. 4 
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Für das Innere und die Peripherie des Kreises K' definieren wir 
nun eine eindeutige Funktion von z folgendermaßen: 

Liegt z im Innern des Konvergenzkreises K von ^(z), so soll 

f{z) = % {z) 

sein. Gehört dagegen z dem Ringe C an, so bestimmen wir einen 
Punkt a im Innern, von K so, daß sein Abstand von z kleiner alsö 
ist (Fig. 24). Dann fällt z ins Innere des Konvergenzkreises der Um- 
bildung ^(zja) von ^{z), und wir setzen nun fest, daß 

fiz) = $ (z» 

genommen werden soll. Der hierdurch definierte Wert f{z) ist un- 
abhängig von der Wahl des Punktes a. Denn nehmen wir statt a 

einen andern Punkt a' zu Hilfe, so daß der Kon- 
vergenzkreis von ^(jjr/a') ebenfalls den betrach- 
teten Punkte umfaßt, so sind $(;?/«) und$(za'i 
unmittelbare Fortsetzungen voneinander und daher 

%[za') = ^{zla). 

p. 24. ^^^ so definierte Funktion f{z) ist (für den 

Kreis K' inklusive seiner Peripherie) eine ein- 
deutige und stetige Funktion. Folglich hat , f{z) \ ein endliches Maxi- 
mum, welches wir mit g bezeichnen wollen. 

Nun sei a wieder ein Punkt im Innern des Kreises ÜC. Wir be- 
schreiben um a als Mittelpunkt einen Kreis mit dem Radiusa. Längs 
der Peripherie dieses Kreises ist 

absolut beständig ^ g . Folghch gilt 

^X^'^iä) o^'^g (w = 0, 1, 2, ...). 
Es ist aber 

Lassen wir a auf einem Kreise mit dem Mittelpunkt und dem 
Radius a<r wandern, so ist dabei beständig 

I n ! 

und folglich 



ni — o" 



Da wir a beliebig dicht bei r nehmen können, ist 
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Wir nehmen « = 0, 1, 2,...,Ä und addieren; so kommt 

\ck\(r + af^{k + l)g 
und folglich 

Die rechte Seite konvergiert aber so weit wie 

also für 1 2r I < r + a . 

Ebensoweit müßte auch ^(z) konvergieren. 

Da dies gegen die Voraussetzung ist, weil K der Konvergenz- 
kreis von ^(z) sein sollte, so ist die Annahme unzulässig, daß auf 
der Peripherie von K kein singtUärer Punkt liege. Unser Satz ist 
also nunmehr bewiesen. 

Betrachten wir, um ein Beispiel für die Anwendung dieses Satzes 
zu geben, den Quotienten zweier beständig konvergierender Potenz- 
reihen 

wobei wir a^ von Null verschieden voraussetzen wollen. Der Einfach- 
heit halber wollen wir überdies annehmen, daß ^ {z) und $j {z) keine 
gemeinsame Nullstelle besitzen. 

Wir wissen, daß in der Umgebung der Stelle z = eine Gleichung 

gilt. Welches ist nun der Konvergenzkreis der Reihe ^3(2:)? 

Auf dessen Peripherie muß ein Punkt s vorhanden sein, für 
welchen ^{z) verschwindet. Denn sonst würde in der Umgebung 

jedes Punktes s der Bruch ^~ in die Form einer Potenzreihe 98 fe 's) 

gesetzt werden können, welche offenbar eine unmittelbare Fortsetzung 
von ^j {z) wäre. Da der Konvergenzkreis von ^^ {z) im Innern keine 
Nullstelle von ^ (z) enthalten kann, weil für eine solche ^^ {z) unend- 
lich würde, während doch $a(z) im Innern des Konvergenzkreises 
stets einen endlichen Wert besitzt, so folgt, daß der Konvergeftzkreis 
von ^q(z) derjenige Kreis mit dem Mittelpunkt ist, dessen Peri- 
pherie durch die dem Punkte z = nächstgelegene Nullstelle von ^ (z) 
hindurchgeht. 

Entwickeln wir beispielsweise 



z^ 



1-61-*" 
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nach Potenzen von z, so erhalten wir 



Diese Entwicklung ist gültig in demjenigen Kreise mit dem 
Mittelpunkt Null, der durch die dem Nidlpunkt nächstgelegene Wurzel 
der Gleichung 

geht. Die Wurzeln sind 

Zj = — 3 + VlÖ, xr, == - 3 - VIÖ. 
Der Radius des in Betracht gezogenen Konvergenzkreises ist daher 
VTÖ- 3. 

§ 6. Der Fundamentalsatz der Algebra. 

Wir wollen nun auf Grund der Untersuchung des vorigen Para- 
graphen einen sehr einfachen Beweis für den Fundamentalsatz der 
Algebra geben. Es sei 

^(^) ^ S + «1 ^ + «9^* + • • . + a,y 

eine ganze Funktion «*««* Grades, wobei n > 0, a„ + vorausgesetzt 
werde. 

Würde nun g{z) für keinen Wert von z verschwinden, so wäre 

WO die rechte Seite einen unendlich großen Konvergenzradius besitzt, 
also eine beständig konvergierende Reihe ist. 

Da aber andererseits die linke Seite von (1) in einer gewissen 

Umgebung von z = oo m eine Potenzreihe von — entwickelbar ist, 

JE 

weil die linke Seite ja in die Form 

1 1 



^« 111 

a„ 4- «1,-1 y + «ü-ä ^ + • • • + «0 ^ 



gesetzt werden kann, so muß nach § 4 die rechte Seite sich auf das 
Anfangsglied c^ reduzieren. Die dann aus (l) folgende Gleichung 

ist aber widersinnig. Folglich muß notwendig mindestens eine Wurzel 
der Gleichung g{z)=^Q existieren. 

Hieraus leitet man in bekannter Weise den Satz ab, daß jede 
ganze Funktion «*<^" Grades als Produkt von n Linearfaktoren dar- 
stellbar ist. 
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§ 7. Singulare Punkte eines eindeutigen Zweiges. 

Der Stetigkcüsbereüh oder Definitionsbereich ^) einer eindeutigen 
analytischen Funktion f{z) ist eine Punktmenge, welche beiläufig be- 
merkt unter den Begriff einer Domäne fällt. Die Punkte an der 
Grenze des Stetigkeitsbereichs nennen wir die singulären Punkte 
der Funktion f{z) , Diese singulären Punkte bilden eine abgeschlossene 
Menge, d. h. eine Häufungsstelle von singulären Punkten ist ebenfalls 
ein singulärer Punkt. Dieser Satz ist nur ein spezieller Fall des all- 
gemeinem : 

Ist 2 irgendeine Punktmenge, so bilden die Punkte an der Grenze 
von 2 stets eine abgeschlossene Menge, 

Ein Punkt p liegt an der Grenze von S, wenn in jeder Um- 
gebung von p mindestens ein Punkt liegt, der zu 2 gehört, und auch 
mindestens ein Punkt, der nicht zu 2 gehört. (Vgl S. 43.) 

Ist nun a eine Häufungsstelle der Punkte p^, p^j p^, -. ., die 
ihrerseits an der Grenze von 2 liegen, so fallen in jede IJmgebung 
von a Punkte p^ (und zwar in unendlicher Anzahl) hinein. Um einen 
solchen Punkt p^ können wir eine Umgebung (/> J so klein abgrenzen, 
daß sie ganz im Inneren der betrachteten Umgebung von a liegt 
(Fig. 25). Daher wird in letztere mindestens ein Punkt, der zu 2 
gehört, und mindestens ein Punkt, der nicht zu 2 gehört, hineinfallen, 
weil dieses für die Umgebung (pj^) gilt. Folglich ist a ebenfalls ein 
Punkt an der Grenze von 2, 

Betrachten wir nun einen singulären Punkt der 
Funktion f(z), so wird derselbe entweder Häufungs- 
stelle anderer singulärer Punkte sein oder nicht. Im 
letzteren Falle nennen wir ihn einen „isolierten'* 
sing^ären Punkt. Ein isolierter singulärer Punkt ist 
also ein solcher, um welchen sich eine so kleine 

m 

Umgebung abgrenzen läßt, daß in derselben kein Fig. 25. 

weiterer singulärer Punkt der Funktion liegt. 

Betrachten wir einen Elementarzweig ^{zfa) der eindeutigen 
analytischen Funktion f(z), so ist jeder singulare Punkt s dieses Ele- 
mentarxweiges auch ein singulärer Punkt von f{z). Denn da für den 
Punkt s keine Fortsetzung ^{zis) von ^{zja) existiert, so ist s selbst 
kein Punkt des Stetigkeitsbereiches von f{z)\ und folglich ist s ein 
Punkt an der Grenze des Stetigkeitsbereiches. 

Wenn wir daher die singulären Punkte einer eindeutigen Funktion 
kennen, so können wir sofort den Konvergenzkreis eines Funktionen- 
elementes '^(zja) angeben: 

^) ^Srl- 'u diesen Ausfilhrungen die mehr anschaulichen Betrachtungen 
im dritten Abschnitt, 4. Kap., § 4. 
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Der Kreis mit dem Mittelpunkt a, dessen Peripherie durch einen 
singulären Punkt geht, welcher a zunächst liegt, ist der Konvergenz- 
kreis der Reihe '^{zja). 

Wir haben nun schließlich noch die Einteilung der singulären 
Punkte in wesentlich singulare und außerwesentlich singulare ausein- 
anderzusetzen. 

Wenn für einen singulären Punkt s eine Umgebung existiert, 

innerhalb welcher die Werte, welche der reziproke Wert jrp-. von 

f(z) annimmt, durch eine Potenzreihe $ {zjs) darstellbar sind, so nennen 
wir s einen außerwesentlich singulären Punkt oder auch einen »J'o/" 
von f(z)'y im anderen Falle nennen wir s einen wesentlich singulären 
Punkt. Betrachten wir einen Pol 5 der Funktion f(z) einmal näher 
In der Umgebung von s ist nach der gegebenen Definition eines Poles 

(1) ^^ = c»(z-s)* + c»+i(z-s)*+i4-... = (z-s)*5|5(z-s). 

wobei wir Cj^ als nicht verschwindend voraussetzen. Hier ist für den 

1 
Fall s = (X> unter z — s der reziproke Wert von z, also — , zu ver 

stehen. Nun folgt aus (l), daß in einer geeignet gewählten Um- 
gebung von s 

oder, ausführlich geschrieben, 

(2) /•W = ^^(«o + «i(^ -«) + •••). (''"^i) 

ist. Daraus geht hervor, daß ^ > ist. Denn sonst würde f(^z) nach 
Potenzen von z — s entwickelbar sein, also 5 entgegen der Voraus- 
setzung nicht zu den singulären Punkten gehören. 

Die Zahl k nennen wir die Ordnung des Poles. Lassen wir den 
Punkt z des Stetigkeitsbereiches in den Punkt s übergehen, so wird 
nach Gleichung (2) f(z) unendlich groß und zwar derart, daß 

lim {{z- s)* f{z) } = «0 

einen endlichen, von Null verschiedenen Wert erhält. Wir drücken 
diese Tatsache dadurch aus, daß wir sagen, f(z) werde für z = s 
von der „k^^^ Ordnung unendlich''. 

Setzen wir die Gleichung (2) in die Form 

(3) /'W = 7-^+— V + --- + ?-l + ''* + ---' 

{z — s) (z — S) Z — s 

SO sehen wir, daß 
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in der Umgebung von s in eine Potenzreihe ^(zjs) entwickelbar ist 
und für z == s endlich bleibt. Wir sagen deshalb, f(z) werde an der 
Stelle s unendlich wie 

^ — s/ (z — s) (z — s) 2: — s 

Diese ganze Funktion von nennen wir den „meromorpken'' Teil 

z —^ s 

(oder HaupUeü) von f{z) für den Pol s. 

Die Definition der singulären Stelle läßt sich nun auch ohne 
weiteres auf den Fall übertragen, daß die Eindeutigkeit von f(z) nicht 
für ihren ganzen Stetigkeitsbereich vorausgesetzt wird, sondern daß 
nur ein eindeutiger Zweig betrachtet wird. 

Es sei F ein Stück der Zahlenebene, begrenzt von einer oder 
mehreren einfach geschlossenen Linien L, L^, L^, .. , , die sämüich 
einer Domäne D angehören. Im Innern von F mögen die isolierten 
Begrenzungspunkte a^, «9,.-, a^ der Domäne D liegen. Dagegen 
sollen alle übrigen inneren Punkte von F der Domäne D angehören. 
Wenn mm f(z) eine in der Domäne D reguläre Funktion ist, so wollen 
wir sagen, f(z) sei auf der Fläche F regulär, abgesehen eventuell von 
den Punkten a^, a^, ..., a^. Die letzteren Punkte nennen wir, falls 
in ihnen die Funktion f(z) nicht auch noch regulär ist, singulare Punkte 
von f(z). Ist a ein beliebiger dieser singulären Punkte, so heißt 

er ein Pol, wenn 7?^-^ auch noch im Punkte z = a regulär ist, im 

f(z) 

andern Fall heißt er wesendich singulär. Ordnung und meromorpher 
Teil eines Poles werden genau wie oben definiert. 

Aus der Gleichung (2) folgern wir endlich noch den wichtigen 
Satz: 

Ein Pol ist stets eine isolierte singulare Stelle, 

In der Tat, betrachten wir irgendeine Stelle Zq in derjenigen 
Umgebung von s, in welcher die Gleichung 

gilt, so können wir für eine geeignet gewählte Umgebung von Zq die 
rechte Seite dieser Gleichung als Potenzreihe von z — Zq darstellen. 
Folglich ist Zq keine singulare Stelle von f(z). 

Wir werden später (Kap. 5, § 7) den wichtigen Satz beweisen : 

Ist in der Umgebung einer isolierten singulären Stelle die Funktion 
f{z) eindeutig, so nimmt ihr absoluter Beirag dort beliebig große Werte an. 

Im Gegensatz zu den singulären Stellen werden wir in der Folge 
jede Stelle des Stetigkeitsbereiches einer eindeutigen analytischen 
Funktion auch eine y,reguläre'' Stelle nennen. 
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§ 8. Die singulären Stellen der rationalen und der 

ganzen Funktionen. 

Eine Funktion f(z), die durch eine beständig konvergierende 
Reihe darstellbar ist, also eine sogenannte „ganze Funktion'', besitzt 
im Endlichen keine singulare Stelle. Dieser Satz läßt sich auch 
umkehren: 

Eine eindeutige analytische Funktion, die im Endlichen keine 
singulare Stelle besitzt, ist eine ganze Funktion. 

Denn der Konvergenzkreis jedes Funktionselementes muß sich 
ins Unendliche ausdehnen. 

Für die Stelle oo kann, wie wir wissen, eine Entwicklung ^ [— j 

nur dann existieren, wenn die beständig konvergierende Reihe sich 
auf eine Konstante reduziert. Also gilt: 

Eine eindeutige Funktion^), die Überhaupt keine singulare Stelle 
besitzt, ist eine Konstante» 

Ist eine ganze Funktion f[z) = ^o H" ^i -^ + ^2 ^^ ~l" • • • ^^^ ^^^ ^^^' 
liehen z beschränkt, d. h. gibt es eine Konstante M derart, daß für 
alle endlichen z 

ist, so gilt nach dem Hilfssatz von Kap. 2 § 9 die Ungleichung 

l^ni^"^^ (n=l, 2, ...) 

für beliebig große Werte von q\ dies ist aber nur möglich, wenn 
c = ist: 

n 

Jede beschränkte ganze Funktion ist eine Konstante [Satz von 
Liouville.) 

Betrachten wir nun weiter eine ganze Funktion f{z), für die 
z = 00 eine außzrweserUlich singulare Stelle ist. 

Wenn a^z^ + a^z^^^ + . . . + ctk-iZ der meromorphe Teil von f{z) 
an der Stelle z = 00 ist, so hat die Differenz 

f{z) - (a^z^ + aj^*-i+ . . . + ak-iz) 

den Punkt 00 nicht mehr zum singulären Punkte, und da sie ebenso- 
wenig im Endlichen eine singulare Stelle besitzt, so ist sie eine Kon- 



stante a^. also 



f{z) = a^z^ + a^ar*-! + . . . + au^iz + a*. 



*) Den Zusatz „analytisch^ unterdrücken wir, weil es sich hier und im 
folgenden immer nur um „analytische" Funktionen handelt. 
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Eine eindetUige Funktion, die nur die außerwesenilich singulare 
Stelle z = oo besitzt, ist eine ganze rationale Funktion. 

Und hieran knüpft sich sofort der Satz: 

Eine eindeutige Funktion, welche die eine wesentlich singulare 
Stelle z^cx) besitzt, ist eine ganze transzendente Funktion und um- 
gekehrt: jede ganze trcinszeniente Funktion besitzt die eine wesentlich 
singulare Stelle z == oo. 

Betrachten wir nun weiter eine rationale Funktion 

hU) 6a + 61 -r + • • • + tf ^'^ 
Xff = — -^-^ = -^ . 

S(') a^ + ai* + . . . -h a„z» 

Die singulären Stellen derselben sind die Nullstellen des Nenners, und, 
falls r > n ist, die Stelle 00 . 

Ist z = Zq eine Nullstelle des Nenners g(z) und ist (z — Zq)* die 
höchste Potenz von z — Zq, durch die g (z) teilbar ist, so wird 

wo ^j eine Potenzreihe mit nicht verschwindendem Anfangsglied ist, 
weil wir h(z) und g(z) ohne gemeinsamen Faktor voraussetzen, so 

h (z) 
daß für z = Zn der Bruch — Vr nicht Null sein kann. 

° gl W 

Es ist also z = Zq ein Pol von der Ordnung k. Ebenso sieht 
man leicht ein, daß, für r > n, der Punkt z = 00 ein Pol von der 
Ordnung r — n ist. Also : 

„Eine rationale Funktion besitzt nur außerwesentlich singulare 
Stellen.'' 

Wir beweisen nun die Umkehrung dieses Satzes: 

Eine eindeutige analytische Funktion f{z), die nur außerwesent- 
lieh singulare Stellen besitzt, ist notwendig eine rationale Funktion, 

Wenn die singulären Stellen von f(z) sämtlich außerwesentlich 
sind, so ist ihre Anzahl endlich. Im anderen Falle würden sie näm- 
lich mindestens eine Häufungsstelle haben, die wesentlich singulär 
sein würde. Seien nun 

die singulären Stellen von f{z) und 

^i\z-zj - i-^i"^ (. -,,)« "*■••• "^ ^z-zd^i 
der der Stelle z = 2r^ entsprechende meromorphe Teü von f{z) (wobei. 
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wie immer, falls jj. = cx) ist, — an Stelle von z — z- zu setzen ist). 
Dann wird die Funktion 

/■(^) - ffi ir-j) - s* iih-) -■■■-Sr C4-J 

eine eindeutige analytische Funktion sein, die überhaupt keine singu- 
lare Stelle mehr besitzt und folglich eine Konstante C ist. Hieraus folgt 

eine Gleichung, die nicht nur unseren Satz enthält, sondern zugleich 
zeigt, daß jede rationale Funktion in ,JPartialbrüche" zerlegt werden 
kann. 

§ 9. Einige allgemeine Sätze über analytische Funktionen. 

Wenn die Funktion f{z) oder ein Zweig von f(z) in der Domäne D 
eindeutig ist und in der Umgebung jeder Stelle a der Domäne D 
durch eine Potenzreihe ^ (z/a) darstellbar ist, so wollen wir sagen, f(z\ 
sei fftegulär" in der Domärte D. Aus den Gesetzen der Rechnung 
mit Potenzreihen gehen nun unmittelbar folgende Sätze hervor: 

1. Sind f^ (z) und f^{z) in der Domäne D regulär, so giÜ gleiches 
von den Funktionen f^ {z) + U (^) » fx W ~ U W ^^^ A W ' U W- 

2. Allgemein: Jede ganze rationale Funktion mit konstanten Ko- 
effizienten von f^ (z)y f^ (z), '",fjg{z) ist in der Domäne D regulär, wenn 

3. Es sei P^ ein aus unendlich vielen verschiedenen Punkten der 
Domäne D gebildetes Punktsystem, welches den Punkt a der Domäne 
zur Häufungsstelle hat. (Z. B. werden die Punkte einer beliebig kleinen 
Linie, die in der Domäne D liegt, ein solches Punktsystem bilden.) 
Wenn nun die Funktion f[z) in der Domäne D regulär ist und für 
die Punkte von P^ Null ist, so ist sie identisch Null, 

Denn die Potenzreihe ^ {zja), welche f(z) in der Umgebung der 
Stelle a darstellt, muß identisch verschwinden und folglich auch alle 
ihre Fortsetzungen. 

4. Wenn f^ [z) und /j {z) in der Domäne D regulär sind und die 
Gleichung /"^ [z) = f^ [z) für alle Punkte eines Punktsystems P^ gilU 
so gilt dieselbe Gleichung in der ganzen Domäne D. 

Denn f^ (^z) — f^ (z) ist dann notwendig identisch Null. 

Ein spezieller Fall des Satzes 4 ist der folgende: 

Ist f{z) in der Domäne D regulär, so gilt die Gleichung 

f{z) = ^ (zja) 
in jedem Kreise mit dem Mittelpunkt a, der ganz ins Innere von 
D fällt. 
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5. Bedeuten fi, /a , • • -^ f^ Funktionen, die in der Domäne D regulär 
sind, und G(f^, f^f-yf]^ ^*^^ ganze rationale Funktion derselben mit 
konstanten Koeffizienten, so gilt die Gleichung 

G(/;,f3,...,ffc) = 

für alle Punkte der Domäne D, wenn sie für die Punkte eines Punkt- 
systems P^ gilt. 

Betrachten wir eine in der Domäne D reguläre Funktion f(z)j so 
ist in einer geeigneten Umgebung einer beliebig gewählten Stelle a 
von D 

und daher für einen Punkt z dieser Umgebung 

Also gilt der Satz: 

6. Eine in der Domäne D reguläre Funktion f(z) besitzt einen 
Differentialquotienten f{z), welcher in der Umgebung eitler Stelle a der 
Domäne durch die abgeleitete Reihe derjenigen Reihe dargestellt wird, 
welche in der Umgebung der Stelle a die Funktion f{z) darstellt. Der 
Differentialquotient f (z) ist daher wieder eine in der Domäne D regu- 
läre Funktion, 

Wenden wir diesen Satz wiederholt an, so erhalten wir den 
allgemeineren Satz: 

7. Eine in der Domäne D reguläre Funktion f(z) besitzt Diffe- 
rentialquotienten aller Ordnungen f{z),f"{z)y f"' {z), ..., welche in D 
ebenfalls reguläre Funktionen sind. 

In der Umgebung der Stelle a sei 

f{z) = ^{z!a) = Co + q - j^- + c, -^^ + ' ' ' + ^« StT + " " ' ' 
Dann ist 

Also gilt«/" \a) = c^y und daher ist 
fiz)^^{zla)=f{a)+f'{a){z-a)+f"ia)^^f +... + /•(•'(«) (i=^ +... 

die Reihe, welche f[z) in der Umgebung von a darstellt. 
Die Kombination der Sätze 5 und 7 ergibt: 

8. Befriedigen die in der Domäne D regulären Funktionen f^, 
fi>"-yf]c ^i^^ algebraische Differentialgleichung mit konstanten Koeffi- 
zienten 

für alle Punkte eines Punktsystems P^, so gilt diese Differential- 
gleichung für alle Punkte der Domäne D, 
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Wir wollen aus diesen Sätzen noch einige Folgerungen ziehen. 

Es sei f{z) in der Domäne D regulär, femer a ein Punkt der 

Domäne. Dann wissen wir, daß für eine geeignete Umgebung von a 

f{z) = % (zja) 

ist, unter ^(zja) eine Potenzreihe von z — a verstanden. 

Betrachten wir nun diejenigen Kreise mit dem Mittelpunkt a, 
deren Inneres ganz in der Domäne D Hegt, so wird unter ihnen ein 
größter vorhanden sein. Dieser größte Kreis ist dadurch charakteri- 
siert, daß seine Peripherie mindestens einen Punkt enthält, der an 
der Grenze der Domäne D liegt. Sein Radius ist der kürzeste Ab- 
stand des Punktes a von den Punkten an der Grenze von D. 

Bezeichnen wir mit D{a) das Innere des Kreises, so ist D{a) 
eine Domäne, die ganz in der Domäne D liegt. Nun gilt der Satz: 

Die Gleichung 

f{z) = ^{z!a) 

besteht für die Domäne D{a). 

Es sei, um dies zu beweisen, K ein Kreis mit dem Mittelpunkt a, 
innerhalb dessen $ {z;a) konvergiert und dessen Inneres der Domäne D 
angehört. Da f(z) ebenso wie ^{zja) im Innern von K regulär sind 
und in einer geeigneten Umgebung von a übereinstimmen, so ist 
nach Satz 4 

f(z) = f (z/a) 
überall im Innern von K, 

Nun konvergiert aber ^(z/a) in dem Kreise D(a), denn andern- 
falls würde die Peripherie des Konvergenzkreises C von ^ (jzr/a) ganz 
in Dia), verlaufen und im Innern des Konvergenzkreises C wäre 
f{z) = ^{zla). Hieraus würde folgen, daß zu jedem Punkte der 
Peripherie des Konvergenzkreises eine unmittelbare Fortsetzung von 
^{zja) existiert, was dem Satze von § 5 widerspricht. 

Die Reihe ^ (zja) konvergiert also überall in D («), und folglich ist 

f(z) =-- $ {zja) 
überall in Z)(ä), w. z. b. w. 

Es seien D und D^ zwei Domänen, die einen Punkt a und folg- 
lich auch eine gewisse Umgebung des Punktes a gemeinsam haben. 
Wenn nun 

(2) f{z), g(z), h{z),... 

ein System von in D regulären Funktionen sind, und ebenso 

(2;) f^{z), g^{z), Ai(z), ... 
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ein System von in D^ regulären Funktionen, so soll letzteres y^unmütel- 
bare Fortsetzung'' des ersteren heißen, wenn die Gleichungen 

/^W = /iW. gW = ^iW. h{z) = h,{z),... 
für die Umgebung eines den Domänen D und D^ gemeinsamen 
Punktes a gelten. 

Sind ferner D, D^, D^, . . ., D^ Domänen und H, 2^, 2",, . . ., -2"^ 
Systeme von Funktionen, die in ihnen bzw. regulär sind, so wollen 
wir, wenn jedes System eine unmittelbare Fortsetzung des vorher- 
gehenden ist, auch jedes System schlechthin eine Fortsetzung des 
Systems 2 nennen. 

Bei diesen Definitionen soll natürlich auch der Fall nicht aus- 
geschlossen sein, in welchem jedes der betrachteten Systeme nur 
aus einer einzigen Funktion besteht. 

Ist das System (f^(^), g^W, • • •) eine Fortsetzung des Systems 
(/•(jjr), g(z), . ..), so gilt das gleiche offenbar noch, wenn wir die Sy- 
steme durch Aufnahme von Diflferentialquotienten der in ihnen ent- 
haltenen Funktionen erweitern. Also beispielsweise wird dann auch 
das System (f/U), f^(z), g^(z),..,) eine Fortsetzung von {f (z)y f(z), 
g(z), . . .) sein. 

Betrachten wir nun ein System von Funktionen 

f{z)> g{z)^ Ä(;?), ..., 

die in einer Domäne D regulär sind, und nehmen wir an, daß zwischen 
denselben eine algebraische Gleichung mit konstanten Koeffizienten der 
Gestalt 

G{f(z),g(z), h(z). . . ., f'(z), g'(zh h'(z), . . ., /-"(z), . . .) = 

besteht, so gilt dieselbe Gleichung auzh für jede Fortsetzung jenes Sy- 
stems von Funktionen, 

Dies ist der sogenannte Satz von der Permanenz einer Funklio- 
nalgleichung, 

§ 10. Der Weierstrafische Summensatz. 

Es seien 

Potenzreihen, deren Konvergenzradien sämtlich größer sind als eine 

positive Zahl q, so daß der Kreis K mit dem Mittel- 

punkt Null und dem Radius q ganz im Innern des / x ^\. 
Konvergenzkreises jeder einzelnen der betrachteten / ^ \ 

Potenzreihen liegt (Fig. 26). Für die Punkte der l o j 

Peripherie dieses Kreises K möge ferner \^ J 

gleichmäßig konvergieren. 



62 I) 3. Der Begriff der analytischen Funktion. 

Dann ist für jeden Punkt z im Innern von K 

?lW + ?s(^) + ---+?5nW + --- = *W> 

WO $ iz) dadurch entsteht^ daß man auf der linken Seite der vorstehen- 
der Gleichung immer die Glieder zusammenfaßt, welche mit derselben Po- 
tenz von z multipliziert sind. 

Wir setzen 

Dann ist die Behauptung des Satzes die, daß 

<^k = 'k^ + ''k' + "' + 'k^ + '" 
einen endlichen Wert hat, daß ferner 



für jeden Punkt z im Innern des Kreises K konvergiert und gleich 

$,(z) + $,(z) + . .. + ?„(«) + ... 
ist. 

Da die unendliche Reihe, deren allgemeines Glied ^„(z) ist, für 
die Punkte der Peripherie von K gleichmäßig konvergiert, so kann 
man zu der beliebig klein vorgeschriebenen positiven Größe e die 
ganze Zahl N so bestimmen, daß die Ungleichung 

(1) I % + i (Z) + %+2 W + • • • + ¥»+» (2) 1 ^ « 

gilt für jeden Punkt z der Peripherie von K, sobald n > N, fn aber 
ganz beliebig gewählt wird. Aus dieser Ungleichung folgt (nach dem 
Hilfssatz in § 9 des vorigen Kapitels) 

(2) ; c^-^^^ + cj'+s) + . . . + cj-""^ 1^4- 

Daher wird 

'k = *=$," + ^T + 'l?' + • • • 

ein endlicher bestimmter Wert, und wenn man 

(3) c, = c») + c<») + . . . + c(;> + r<-' 
setzt, so ist nach (2) 

(4) l^ri^i'' für«>iV. 

Sei nun z ein Punkt im Innern des Kreises K und ^^ der ab- 
solute Betrag von z. Dann ist 

(5) i' K" + 4«) + . . . + c!;») z'=.^^{z) + ^,{z) + ... + %, (z) 
konvergent. Ebenso konvergiert auch 

(6) y!r^^^z^ = B{z)y 

*=:0 
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da diese Reihe nach (4) eine Minorante von 

Q 

ist. Zugleich hat man 

(7) :qw!^— - 



l-A 



Die Reihe 

?i W + *,(«) + ••• + ?„ W +o W = ^c*^ = Viz) 

konvergiert daher ebenfalls für den betrachteten Wert von z, und es ist 

\9^(z)~-{^^(z) + %(z) + ...+^Jz))\ = \a{z)\£——, 

1--^ 
Q 

sobald n > N ist. Hieraus folgt endlich 

^(z) = %{z) + ^,(z) + ... + qjjz) + ..., 

womit nun imser Satz in allen Stücken bewiesen ist. 

Der Satz bleibt offenbar auch gültig, wenn alle in Betracht 
kommenden Potenzreihen nach Potenzen von z — a fortschreiten, nur 
daß dann der Kreis K nicht den Mittelpunkt 0, sondern den Mittel- 
punkt a besitzt. 

Es seien jetzt 
Funktionen, die sämtiich in der Domäne D regulär sind. Die Reihe 

(8) /iW+/;w + ---+/;w+--- 

konvergiere für jeden Punkt z der Domäne D, und es werde voraus- 
gesetzt, daß um jeden Punkt a der Domäne D ein ganz in der 
Domäne liegender Kreis existiert, auf dessen Peripherie die Reihe (8) 
gleichmäßig konvergiert. 

Dann ist die Summe 

eine in der Domäne D reguläre Funktion, deren Ableitungen durch 
gliedweise Differentiation jtner Summe entstehen, so daß die Gleichung 

F(*)(z)=^/;(*)(z) + /,^*>W + ... + /2*>W + ... 

in der Domäne D gilt, unter k eine beliebige positive ganze Zahl ver- 
standen. 

Wir betrachten einen beliebigen Punkt a der Domäne D. Es 
sei K der Kreis mit dem Mittelpunkt a, längs dessen Peripherie die 
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Reihe (8) gleichmäßig konvergiert. Da in einer Umgebung D (a) des 
Punktes a, welche den Kreis K in sich enthält, 

X w = ?„ m = i ^ c' («) -{z-ay 

ist, so ist im Innern des Kreises K die Summe 

der Reihe (8) dargestellt durch die Potenzreihe 

(9) l-l-c.iz-af, 

wobei 

(10) c, = /;(*) (a) + /2*> W + ■ . . + /i*> W ■ f . . . 

ist. Folglich ist F(^) regulär in der Domäne Z). 

Vergleichen wir femer die Taylorsche Entwicklung von F(z): 

n=0 '*• 

mit der Entwicklung (9), so kommt 

Da hier nun a jeder beliebige Punkt der Domäne D sein kann, so 
ist unser Satz in allen Stücken bewiesen. 

Diesen Satz werden wir in der Folge als den Weierstraßsch^n 
Summensatz bezeichnen. Als Beispiel seiner Anwendung wollen wir 
den folgenden Satz beweisen: 

OD 

Ist %{z)= 2^CkZ^ eine Potenzreüe und f(z) in der Domäne D 



regulär, ist ferner für jeden Punkt a in der Domäne D der zugehörige 
Punkt f{a) in dem Konvergenzkreise von ^(z) gelegen, so ist auch 

OD 

•^W = 2J <^k[fiz)]^ i^ der Domäne D regulär, und die letztere Gleichung 



bleibt richtig, wenn man sie beliebig oft nach z differentiieri. 

Es sei a ein Punkt der Domäne D; dann liegt nach Voraus- 
setzung der Punkt f(a) im Innern des Konvergenzkreises C der 

Reihe $(;?). Wir beschreiben einen mit C 
konzentrischen Kreis C', der kleiner ist als 

©/ / -^^^ \ ^^^ Kreis C, aber den Punkt f(a) in seinem 

I f X J j Innern enthält (Fig. 27). Ferner beschreiben 
^ ^ ^ ' wir in der Domäne D einen Kreis K um a 

mit einem so kleinen Radius, daß für jeden 
p. 27 Punkt z auf der Peripherie dieses Kreises K 

der Punkt f{z) ins Innere des Kreises C 
fällt. Dies ist wegen der Stetigkeit von f(z) möglich. 
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Da nun für die Punkte im Innern des Kreises C die Potenz- 
reihe ^(z) gleichmäßig konvergiert, so ist 

für die Punkte z der Peripherie des Kreises K gleichmäßig kon- 
vergent. Der Weiersira ßsche Summensatz findet also hier Anwendung 
und zeig^ die Richtigkeit unseres Satzes. 

Ein spezieller Fall dieses Satzes ist der folgende Satz: 

Wenn Jj^kZ^ beständig konvergiert y so ist ^Ck[f{z)f in der 

Domäne D regulär und beliebig oft gliedweise differentiierbar, wenn 
f{z) in der Domäne D regulär ist. 

4. Kapitel. 

Untersuchung einiger spezieller analytischer 

Funktionen. 

§ 1. Die Exponentialfunktion. 

Wir wollen untersuchen, ob es eine analytische Funktion f{z) 
gibt, welche die Eigenschaft besitzt, ihrem Differentialquotienten f (z) 
gleich zu sein. 

Sei 

ein Funktionselement von f{z). Dann muß die abgeleitete Reihe 

¥ {zja) =2J<^n --/— rTTT = -?^n+l — ^-, - 

»•=1 y^ ^^' n = **• 

mit ^{zja) zusammenfallen. Hierfür ist erforderlich und hin- 
reichend, daß 

c„+i = Cny d. i. Cj = Cq, Cg =-- Cj, C3 = Cj usf 

ist, oder also, daß sämtliche Koeffizienten c^ untereinander gleich 
sind. Wird ihr gemeinsamer Wert mit c bezeichnet, so ist 

(1) ^{z!a)--c.^^f-. 

»=0 "' 

Die hier auftretende Potenzreihe ist nun beständig konvergent 
und definiert daher eine ganze transzendente Funktion. Also: 

Es gibt eine, bis auf einen konstanten Faktor c bestimmte ganze 
transzendente Funktion, welche mit ihrem Differentialquotienten identisch 
ist. Das der Stelle a entsprechende FunMtionselement dieser Funktion 
hat die Gestalt (1). 

Hurwtti-Courant, Fuaktionentheorie. 5 
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Wir wollen nun über den konstanten Faktor so verfügen, daß 
das zur Stelle z ^= gehörige Funktionselement 

i+^+l'+y, + ••• 

wird. Bezeichnen wir mit f(z) die hierdurch völlig bestimmte ganze 
transzendente Funktion, so ist nach (l) auch 

»=o "• 
oder 

fiz + a) = C'f{z). 

Setzen wir hier z =^ 0, so kommt, da f(p) = 1 ist, f[a) = c und 
folglich 

f{z + a) = f{a) f{z) . 

In dieser Gleichung bedeuten z und a zwei beliebige endliche 
Werte, so daß wir auch 

(2) /•(^i+^9) = /"W-/"W 

schreiben können. Durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung 

entsteht 

(20 f{z, + z,+z^ + ... + z„) = f{z,) f{z.;) f{z^) . . . f{z„) . 

Indem wir z^^ = z^ = z^ = . . . = z^ = 1 setzen, ergibt sich 

Definieren wir nun die Zahl e durch die Gleichung 
. = f(l)=l+-j\--f-,\+-3\ + ..., 

SO sehen wir, daß für jedes ganzzahlige z 

f{z) = C 
ist. Wir werden dadurch darauf geführt, unsere Funktion f{z) über- 
haupt für jeden Argumentwert z durch das Symbol 

e* 
zu bezeichnen. 

Die sich unmittelbar darbietenden Eigenschaften dieser Funk- 
tion e* sind die folgenden: 

1. Es ist in der ganzen Zahlenebene 

Die Funktion &* ist also eine ganze transzendente Funktion; sie hat 
die eine wesentlich singulare Stelle ^r ~ cc. 

2. Es ist 

dz 



§ 2. Die trigonometrischen Funktionen. 67 

3. Es ist für je zwei Argumente Zj^ und z.^ 

Die hierin ausgesprochene Eigenschaft der Elxponentialfunktion heißt 
ihr „Additionstheorem*', 

4. Insbesondere ist 

g«.^-*=^o=l oder 6*^-37-. 

e * 

Die Funktion e* hat daher stets einen von Null verschiedenen Wert, 
besitzt also keine Nullstelle. 



§ 2« Die trigonometrischen Funktionen« 

Betrachten wir, unter z einen beliebigen endlichen Wert ver- 
stehend, die Gleichung 

so läßt sich die rechte Seite derselben in der Form 

cosz -\- ismz 
schreiben, wenn wir zur Abkürzung setzen: 



(2) 



Z^ z* 

cosz-1- 0,+ /!-+. 



2! ' 4! 

z^ 2* 

Da diese Potenzreihen beständig konvergieren, so folgt: 

Die Funktionen sin z und cos z sind ganze transzendente Funktionen, 
Da 

(3) e*' --^ cosz -\- isinz 

ist, so lassen sich die Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen 
aus denen der Exponentialfunktion ablesen. 

Wir stellen hier die hauptsächlichsten Eigenschaften zusammen: 

1. Es ist 

Wdsinz dcosz 

und sinO = 0, cosO^-1. Die Funktion sinz ist eine ungerade, die 
Funktion cosz eine gerade Funktion, d. h. 

sin(— z) = — sinz f cos(— z) = cosz. 

Dies alles folgt auch sofort aus den Definitionsgleichungen (2). 

2. Es ist 

(o) sin^j? -f- cos^z — 1 . 

5* 
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Die Multiplikation der beiden Gleichungen 

^»* = cosz -\- isinz, e~*' = cos2: — isinz 
ergibt die Gleichung (5). 

3. Für die trigonometrischen Funktionen gelten die Additions- 

theoreme 

f sin {z^ + z^ = sinzj cos z^ + cos z^^ sin z^ , 

\ cos {z^ -\- z^) = cos Zj^ cos z^ — sin z^ sin z^ , 
deren Beweis unmittelbar aus 

e*('i+H)=-. e»*».^»*t, d. i. 

cos(Zi + ^i) + * sin (zj + ^9) = (cos2:^ -f * sinzj (cos 2., -|- t sinz^) 
folgt. 

Wir wollen nun zeigen, daß die Funktionen sin z und cos z für 
reelle Werte von z mit den in der Elementarmathematik so bezeichneten 
Funktionen identisch sind. 

Zu dem Zwecke betrachten wir die Gleichungen 
(7) x=^cosz, y = sinz, 

in welchen z alle reellen Werte annehmen soll und x und y als recht- 
winklige Koordinaten in einer Ebene gedeutet werden mögen. 

Die durch (7) dargestellten Punkte {x, y) befinden sich nach (5: 
auf dem Kreise 

x* + y^ = l. 

Für z — befinden wir uns im Punkt S {x = \ y y = 0) ; für 

kleine positive Werte von z liegen cos 2; und - nach (2) dicht bei 

dem Wert 1, so daß der Punkt P(^,y) dann 
positive Koordinaten besitzt (Fig. 28). Aus den 
Gleichungen (4) folgt nun weiter, daß ^ = cos: 
zunächst abnimmt, y — sin z zunächst wächst, wenn 
z von Null ausgehend anwächst. Aber sinz muß 
schließlich notwendig einmal vom Wachsen ins Ab- 

Fig. 28. nehmen übergehen, mit anderen Worten — - — = cosz 

muß, wenn z von Null aus wächst, einmal von 
positiven zu negativen Werten übergehen. In der Tat ist 

Nehmen wir z — 2 , so werden die Klammern 

1 — -- 1 — -- 

8-4' 7-8' *"' 




sämtlich positiv, und daher 

1 
8 ' 



cos2<l--^-(l-^^-) 



§ 2. Die trigonometrischen Funktionen. 69 

d. h. cos 2 ist negativ. Zwischen z = und z = 2 gibt es daher einen 
kleinsten Wert, für welchen cosz durch Null hindurchgehend von 
positiven zu negativen Werten übergeht, während bis zu diesem Werte 
hin cos^ das Vorzeichen nicht wechselt. Den betreffenden Wert von z 

bezeichnen wir mit -^ . 

Wenn z von bis -^ wächst, wächst sinz beständig (mit Rück- 

sieht auf (4)) und zwar von bis 1, weil cos - — und daher, 

wegen (5) , sin \- = 1 sein muß. Zugleich nimmt cos z von 1 bis 
ab (wieder mit Rücksicht auf (4)). Der Punkt x = co^z, y = sinz 
durchläuft also den Quadranten 55', wenn z von bis ^ wächst. 
Nach den Additionstheoremen (6) ist nun 

I sinfz -|- - j =-^ sinz- cos— + cosz-sin j^ — cos 2;, 

- — sinz' sm 2 



cos U + ^ ) =^ cosz • cos ^ — sm z • sm s- — — smz . 



Lassen wir hierin z von bis .- wachsen, so erkennen wir, 

z 

daß der Punkt (7) den Quadranten 5' 5" durchläuft, wenn z von 
-r- bis n wächst. 

Endlich folgt aus den Gleichungen 

cos(— z) = cosz, sin(— z) = — sinz, 

daß der Punkt (7) den Halbkreis S!' S"' S durchläuft, während z von 
— 71 bis wächst. Zusammenfassend können wir sagen: 

Der Punkt 

X r:- cos z, y = sin z 

durchläuft die Peripherie des Kreises x^ -\- y- =^ 1 gerade einmal, wenn 
2 von — n bis -\- n wächst. 

Bezeichnen wir nun mit q) den Bogen 5 P, den wir zugleich als 
Maß für den Zentriwinkel POS nehmen, so ist 

®)' - («)' + m' = (- ='"')' + ("")• - ' 

und folglich, da für z = auch (p = ist, 

(p = z. 
Es ist also z nichts anderes wie der von 5 aus gerechnete Kreis- 
bogen. Insbesondere ist -^ der vierte Teil des Kreisumfangs oder 2ji 
der Gesamtumfang des Kreises, 
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(9) { 



mm 

Aus den Gleichungen (8) folgt, indem man z durch z + ^ ersetzt, 

sin (z -\- Ti) ^=^ — sinz , 
cos(z + Ji) = — cos z 
und hieraus, indem man z durch z -\- n ersetzt, 

j sin(2: + 27r) = sin^, 
\ cos(2r + 27r) = cosz. 

Die Gleichungen (8) , (9), (10) übertragen sich auf die Exponen- 
tialfunktion in dieser Weise: 



Gleichungen, die offenbar auf die einfacheren 



e 



% — 



e^ = iy ^»-''=—1, e^'''= + \ 
führen. 

Diese Gleichungen zeigen: 

Die Exponentialfunktion besitzt die Periode 2 t Ji, d, h. es ist 

und die trigonometrischen Funktionen sinz und cosz besitzen die 
Periode 2^, d. h, es ist 

sm(z + 2^) = sin^:, cos(z -f 2ji) = cosz. 

Betrachten wir den Punkt ^*> =^ cos 9? -f- i sin 9? , so durchläuft 
derselbe gerade den Kreis mit dem Mittelpunkt und dem Radius 1, 
wenn 9? von — ti bis ~\- n variiert. Der Punkt ^^»*'^, wo q eine reelle 
positive Zahl ist, durchläuft also den Kreis mit dem Mittelpunkt 
und dem Radius q. Hieraus schließen wir: 

Jede von Null verschiedene komplexe Zahl z läßt sich, und zwar 
nur auf eine Weise, in die Form setzen 

Der Faktor g ist der absolute Betrag von z ; den Winkel (p nennen 
wir die ,f Amplitude'' von z. 

§ 3. Der Logarithmus. 

Unter dem Zeichen logz verstehen wir diejenigen Werte w, 
welche die Gleichung 

(1) e- = z 

befriedigen. Da die Exponentialfunktion nur endliche von Null ver- 
schiedene Werte annimmt, so bleiben die Werte z = und z = 00 
außer Betracht. 
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Ist nun z ein gegebener von Null verschiedener Wert, so sei 

Die Gleichung (l) lautet dann, wenn wir w==U'^-iv setzen, 

(1') e'^-e''' = Q'e*f \ 

und folglich muß 

(2) ^" = ^, ^»("-vO^i 

sein. 

Lassen wir u die Werte bis oo durchlaufen, so wird 

^« = 1 + » + 1^ + J^ + . . . 

von 1 bis oo variieren, und da ^-» = — ist, so wird e^ von 1 bis 

abnehmen, wenn u von ausgehend alle negativen Werte durch- 
läuft. Daher hat die Gleichung 

eine einzige reelle Lösung «, die wir mit l{g) bezeichnen wollen. 
Um alle Lösungen der Gleichung 

ZU bestimmen, setzen wir für einen Augenblick 

v = (p + t\ 
dann haben wir die allgemeinste Lösung der Gleichung 

e'^ = 1 
zu suchen. Durchläuft t das Intervall 0...27r, so durchläuft der 
Punkt ^•' den Einheitskreis. Folglich ist t=27i die kleinste positive 
Lösung unserer Gleichung. Ist t nun eine beliebige Lösung, so 
können wir 

t = 2nn + y 

setzen, wo ^ r < 2jr und n eine ganze Zahl ist. Dann wird 

und folglich r = . Die allgemeinste Lösung von ^*' = 1 ist also 

/ = 2n7i, 
unter n eine beliebige ganze Zahl verstanden, und 

V = (p -\- 2nn 
ist also die allgemeinste Lösung der Gleichung ^»<«'-9') = i . 
Damit sind wir zu folgendem Resultat gelangt: 

Ist 

z = Q'e^'f {—n<(p^n) 

ein gegebener von Null verschiedener Wert, so ist die allgemeinste 
Lösung der Gleichung 
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die folgende: 

w = 1[q) -\-iq) -\- 2n7ii, 

Dabei bedeutet 1{q) die einzige reelle Lösung u der Gleichung 

." = e 

und n eine beliebige ganze Zahl. 

Da die ganze Zahl n beliebig bleibt, so ist logz eine unendlich 
vieldeutige Funktion von z- Den der Annahme n = entsprechenden 
Wert nennen wir den Hauptwert der Funktion logz und bezeichnen 
ihn mit /(z). Es ist also 

l{z)^-l{Q)+i(Py 

WO Q den absoluten Betrag von z und 9? die der Bedingung 

— 71 < (p ^7t genügende Amplitude von z bedeutet. Femer drücken 

sich durch den Hauptwert l(z) alle Werte von logz vermöge der 

Formel 

logz = /(z)+ 2nni 
aus. 

§ 4. Der Logarithmus als analytische Funktion. 

Wir wollen diejenige Domäne D betrachten, die von allen 
Punkten der komplexen Zahlenebene mit Ausschluß der negativen 
Achse der reellen Zahlen^) gebildet wird. Auf der Zahlenkugel ent- 
steht diese Domäne, wenn wir die Hälfte desjenigen Meridians der 
Kugel ausscheiden, welcher die reellen Zahlen repräsentiert. 

In der Domäne D ist der Hauptwert l (z) 
des Logarithmus eine eindeutige und stetige 

^ Funktion. Wir werden jetzt zeigen, daß 

diese Funktion in der Domäne D regulär 
Fig. 29. ist. Es sei a ein Punkt der Domäne D 

(Fig. 29). Dann haben wir zu zeigen, daß 
in einer gewissen Umgebung von a eine Gleichung der Form 

(1) l{z) = l(a) + c, {z-a) + c^{z-af + ... = l{a) + $ 

gilt. Soll diese Gleichung gelten, so muß 

gHa)+^ _ ^ oder e'^ ^ -^ 

a 

sein, für genügend kleine Werte des absoluten Betrages von z — a. 
Es muß dann auch 

und, da wir nach z differentüeren dürfen (nach § 10 des vorigen 
Kapitels), auch 

^) Hierbei ist der Nullpunkt mit auszuschließen. 
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d.h. 

(2) ?' = c, + 2c, (i - a) + 3 r, (z - a)« + . . . = -j = ^ -,) 

sein. Demnach muß die Reihe $ folgendermaßen lauten: 

(3) » = '-7 " - i C-i^)" + i (^1-^)' - 1 (-"/)■ + - ■ ■ 

Diese Reihe konvergiert nun in demselben Kreise wie ihre abgeleitete 
Reihe $', also in dem durch die Bedingung 

\ z — a ' 



bestimmten Kreise. Dieser Kreis, den wir mit K^ bezeichnen wollen, 
hat den Mittelpunkt a, und seine Peripherie geht durch den Nullpunkt. 
Für jeden Punkt z, der im Innern des Kreises K^ liegt, ist aber 
wirklich 

Denn zunächst kommt 
und, indem wir die Ableitung nehmen, 

a-r (i + ?5 + !' + fr + •••) ^ W(^ - «)^ 

oder, weil $' = -- ist. 

Setzen wir nun 

so kommt 

a + ö, (z - fl) + ö, (2 - a)« + . . . = [a + (z - a)] 

.[ft, + 2d,(z - a) + 36,(2 - a)» + . . .] 

und durch Koeffizientenvergleichung 

öj ^^ 1 , h^=- , ^j = , . . . . 

Daher ist ^^{z — a) =^ a -\- [z — a) =^ z und damit die Gleichung (4) 
bewiesen. Aus dieser Gleichung geht hervor, daß für jeden Punkt z 
im Innern des Kreises K^ 

ist, wo n eine ganze Zahl bezeichnet. 

Es bedeute nun D (a) wieder den größten Kreis mit dem Mittel- 
punkte a, dessen Inneres ganz der Domäne D angehört. Dieser 
Kreis D{a) fällt mit K^ zusammen, wenn der Punkt a eine nicht 
negative Abszisse hat. Im andern Falle dagegen wird der Kreis D (a) 
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kleiner sein als der Kreis K^; nämlich D(a) wird derjenige Kreis 
sein, der a zum Mittelpunkt hat und die Achse der negativen reellen 
Zahlen berührt. 

Nun sehen wir leicht ein, daß im Innern von D{a) die Zahl n 
beständig Null ist. Denn es ist 



n-2ltl^i{'^) + ^-l{z)] 



im Innern von D (a) stetig, und da » für z =^ a Null ist, so muß n 
als ganze Zahl beständig Null sein. 

Hiermit sind wir zu folgendem Resultate gelangt: 

Der Haiiptwert des Logarithmus l(z) ist in der Domäne D eine 
reguläre Funktion, Es gilt nämlich in der Umgebung D (a) . eines be- 
liebigen Punktes a der Domäne D die Gleichung 

'w-='w+'-^--](^)'+l(-?^)"-+-- 

Zugleich zeigt diese Gleichung {vgl. (2)), daß l{z) die Differential- 
gleichung 

d l {z) __ \^ 

dz z 

befriedigt. 

Wir bemerken noch, daß, wenn z sich in einen Punkt —q der Achse 
der negativen reellen Zahlen hineinbewegt, l(z) stetig in den Wert 
l{Q)-\-ni oder in den V>J ert 1(q) — ni übergeht, je nachdem sich z 
von der Seite der positiven oder von der Seite der negativen Ordi- 
nalen nach dem Punkt — q bewegt. 

Betrachten wir nun die Werte 

l{z) -\- 2nniy 

so bilden dieselben für jedes bestimmt gewählte n ebenfalls eine 

reguläre Funktion in der Domäne D . Diese 
^ Funktion heiße für einen Augenblick f^^ (so 

daß also f^ der Hauptwert l{z) ist). 
I I Wir wollen jetzt zeigen, daß die Funk- 

"^ ^ tionen f_^ , /Li , /i» /i » A» • • • eindeutige Zweige 

einer und derselben analytischen Funktion 
^ sind. 

^*^" °^" Offenbar genügt hierfür der Nachweis, 

daß ein Funktionselement $ (zja) von f^ zur 
Fortsetzung ein Funktionselement ^{zjb) von f^^^ besitzt, unter n 
eine beliebige ganze Zahl verstanden. 

Wir wählen a und b als Spiegelpunkte bezüglich der Achse der 
reellen Zahlen und so, daß die gemeinsame Abszisse von a und h 
negativ ist (Fig. 30). Die Konvergenzkreise von ^{zja) und $(zM 
haben ein Stück der Achse der negativen reellen Zahlen gemein. 
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Ist ~ Q irgendein Punkt dieses gemeinsamen Stückes, so ist 

für z == — Q 

$ (zja) = l{Q)+7ii + 2n7iiy 

9ß^2lb) =. l (q) - ni + 2{n + l)7ti , 
folglich ^{zia) = ^{zlb)y und daher ist ^{z!b) eine unmittelbare Fort- 
setzung von ^(z'a). 

Der Logarithmus ist hiernach eine unendlich vieldeutige Funktion, 
die sich aus den in der Domäne D eindeutigen Zweigen l{z)-\-2nni 
zusammensetzt. Die Eigenschaften des Logarithmus gehen im übrigen 
aus denen der Exponentialfunktion hervor. 

Z. B. folgt aus 

daß log^j -j- logZg einen Wert von ^og{z^z^ vorstellt. 

Die Gleichung 

(5) log z^ + log z^ = log Zy^ z^ 

ist demnach so aufzufassen: versteht man unter logz^ und logr, 
irgend zwei bestimmte unter den unendlichen vielen Werten, die 
diese Zeichen vorstellen, so ist log z^ + log z« einer der unendlich 
vielen Werte, welche log {z^ z^) besitzt. 

Für die Hauptwerte des Logarithmus stellt sich die Gleichung (5) 
so dar: Es sei 

Dann ist 

l(z^) + ^fe) =■ l{z^z.^+2nni, 

wobei « = oder + 1 oder — 1 ist, je nachdem die Summe (p^ -{- 9?., 
der AmpHtuden von z^ und z^ der Ungleichung 

— n <(p^-\~ (p^^Ti oder + ti < cp^ -{- (p^ ^ 27t 

oder — 27r < 9?j + (^2 ^ — .T 
genügt. 

§ 5. Die allgemeine Potenz. 

Bedeutet m eine positive ganze Zahl, so versteht man unter der 
Potenz z*^ das Produkt aus m Faktoren, von welchen jeder gleich z ist. 
Will man diesen Begriff der Potenz z"^ ausdehnen auf beliebige Ex- 
ponenten m, so erreicht man dies am einfachsten mit Hilfe des 
Logarithmus. Wir setzen 

Nach dieser Definition wird die Funktion z^ im allgemeinen un- 
endlich viele Werte haben, nämlich die Werte 

(2) ^m[/(,)+2»i.T,l_^m/(z).^»f|.2n.-ri (,i=0,-rl, — 1 , +2, — 2, . . .). 
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Nur wenn unter den Zahlen 

(3) ^m.2n.-T< (w = 0, ±1,±2, ±3,...) 

bloß endlich viele verschiedene sind, wird auch z*^ nur eine endliche 
Zahl verschiedener Werte haben. Soll nun 

sein, so muß 

folglich fn(n — n') eine ganze Zahl und also m eine rationale Zahl 
sein. Wenn umgekehrt w = — (r und s teilerfremd; 5^1) eine ratio- 
nale Zahl ist, so sind unter den Zahlen (3) nur die s Zahlen 

— 2ns%i 

e' (n--0, 1, 2, ..., 5— 1) 

r 

voneinander verschieden, und si^ = z' ist dann eine s-deutige Funktion. 

Denjenigen Wert von z*", der dem Hauptwert von log;? ent- 
spricht, der also durch 

definiert ist, wollen wir den „Hauptwert** von z*^ nennen und mit (2"») 
bezeichnen. In der Domäne D, die durch Ausscheidung der Achse 
der negativen reellen Zahlen aus der Zahlenebene entsteht^ ist {z^) eine 
reguläre Funktion. 

In der Tat gilt in der Umgebung D{a) irgendeiner Stelle a der 
Domäne D die Gleichung 

und daher auch 

{z^) =-- e"^^^'^ .-_- 1 -u. m$ + w«|^ + • • • = ?i> 
wo 

wieder eine Potenzreihe von z — a bedeutet. 
Nun folgt durch Differentiation 

oder 

fn^i-=[a + {z- a)] ^/ = « 1 1 + ~] ¥/. 
Berücksichtigen wir (4), so kommt 
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und durch Koeffizientenvergleichung 

{n + l)c„ + , - (w - «)r„ (« = 0, 1, 2, ...). 

Hieraus finden wir sukzessive 

m m(m — 1) m(m — l)(w — 2) 

^1 -^ i ^0' ^2 "^ " 1 .2"" ^0' ^8 ~ i -2^3" " ^0 



allgemein 



^„==^n-^0- 



WO 

m (m — 1) . . . (w — w -f- 1) 

^" ^ r2T~;; 

der «*« Binomialkoeffizient zur Basis w ist. 

Für Cq ergibt sich aus e^^^'^ = ^^ , indem wir z ~ a setzen, 
c^ =r ^«»'(«) = (a**). Daher wird also in der Umgebung D{d) des Punktes 
a die Darstellung gelten: 

(5) (.") = («<-) {l + m, '-/ + m, (y--^y + m, f-^)* + ...}. 

Die übrigen Werte von z^ entstehen aus dem Hauptwerie (z^) 
durch Multiplikation mit den konstanten Faktoren (3). 

Hieraus schließen wir, daß die Werte von s^ in eindeutige Zweige 
zerfallen, die in der Domäne D reguläre Funktionen sind und die, 
ebenso wie es heim Logarithmus der Fall war, zu ein und derselben 
analytischen Funktion gehören. 

Aus der Definitionsgleichung (l) folgt noch 



2m,2^ __ ^mlog«i + mlog«t __ ^mlog(xi«t)^ 



also 

(6) z^;^ ' z"^ -=•- {z^z^y , 

Diese Gleichung ist so aufzufassen: Das Produkt aus einem be- 
liebig gewählten der Werte von z^ und einem beliebig gewählten der 

Werte von z^ ist stets einer der Werte von {z^z^^ . 

Ähnliches gilt von der aus (l) folgenden Gleichung 

(7) log (z«) = m log 2: , 

sowie der hieraus sich ergebenden Gleichung 

(8) [Z'«]*^»^^««»!. 
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5. Kapitel. 

Die Integration analytischer Punktionen. 

§ 1. Gleichmäßige Stetigkeit und Differentiierbarkeit 

analytischer Funktionen. 

Einen Bereich in der Zahlenebene oder auf der Zahlenkugel, der 
aus allen Punkten innerhalb und auf einer einfach geschlossenen M 
stetigen Kurve besteht, wollen wir eine „Elementar fläche" nennen. 

Beispielsweise bilden die Punkte im Innern und auf der Peripherie 
irgendeines Kreises eine Elementarfläche. 

Liegt eine Elementarfläche E mit allen ihren Punkten in einer 
Domäne D, in welcher f{z) regulär ist, so soll f(z) auch auf der 
Elementar fläche E regulär heißen. 

Bedeutet a einen beliebigen Punkt der Elementarfläche (gleich- 
gültig ob er im Innern oder auf der Begrenzung liegt), so ist 

(1) f(z) .-= fia) + {z-a) f'{a) + (z-ayQf + ... 

für alle Punkte z der Domäne £), welche der Umgebung D(a) des 
Punktes a angehören. Diese Umgebung D{a) ist das Innere des 
größten Kreises mit dem Mittelpunkt ä, der noch mit allen seinen 
inneren Punkten der Domäne D angehört. Bezeichnen wir mit r^ 
den Radius dieses Kreises, so ist r^ eine stetige Funktion von a. 
Da die Elementarfläche E ein abgeschlossenes Punktsystem vorstellt, 
so besitzt auf ihr r^ ein Minimum y welches eine von Null verschie- 
dene positive Zahl ist. Wir bezeichnen in der Folge mit q eine posi- 
tive Größe, die (um beliebig wenig) kleiner als jenes Minimum an- 
genommen werden soll. Es ist dann für jeden Punkt a der Ele- 
mentarfläche ^ 

Beschreiben wir um jeden Punkt der Elementarfläche E einen 
Kreis mit dem Radius q, so bilden die innern Punkte und alle Punkte 
auf den Peripherien dieser Kreise einen Bereich E', der die Elementar- 
fläche E ganz enthält. Dieser Bereich £' liegt ganz in der Domäne 
D und stellt ein abgeschlossenes Punktsystem vor. Da die Funktion 
f[z) stetig ist, besitzt \f{z)\ im Bereiche E' ein Maximum M, so daß 
für jeden Punkt z von E' 

(2) : f(z) ■ £ M 

ist. Insbesondere gilt diese Ungleichung für die Peripherie eines 
Kreises vom Radius o, dessen Mittelpunkt ein beliebiger Punkt a der 
Elementarfläche /: ist. In Rücksicht auf (1) folgt daraus 

(3) iJi i f "> («) I ^ ^ (» = 0.1,2,...)- 
») Vgl. Anm. 1 auf S. 43. 
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Diese Ungleichungen, in welchen M und q feste positive Zahlen 
sind, gelten also für jeden Punkt der Elementarfläche E, Wir können 
hieraus einige wichtige Folgerungen ziehen. 

Es seien a und h zwei Punkte der Elementarfläche £, die der 
Bedingung genügen, daß ihr Abstand kleiner ist als eine unterhalb 
Q liegende positive Zahl 6, also: 

(4) \h-'a\<d<Q, 
Dann ist nach (l) 

(5) m - f{a) = ib-a)r (a) + {b- df C^f- + ..., 
und nach (3) 

|/^(6)-/(a)|<<J.^ + <J^^ + ... = A/ ' 



Q 



Da wir 6 nun so klein annehmen können, daß M • ^ jr<e wird, wo 

Q 

c > beliebig klein vorgeschrieben ist, so gilt der Satz: 

yylsl f{z) auf der Elementarfläche E regulär, so kann man nach 
Annahme einer beliebig kleinen positiven Größe e die positive Größe d 
so bestimmen, daß 

I m - m \ < e 

ist, sobald a und b irgend zwei Punkte der Elementar fläche E be- 
zeichneny die der Bedingung \b — a\ < d genügen." 

Dieser Salz, welcher nichts anderes besagt, als daß f(z) „gleich- 
mäßig*' stetig ist, hätte auch aus allgemeineren Prinzipien gefolgert 
werden können. 

Schreiben wir die Gleichung (6) in der Form 

^:f ?-' - rw - (» - .)0-' + (' - »)'Q" + • • • 

und setzen zur Abkürzung 

(6) fJPl^)-r^a) = y, 

SO folgt 

^ ^ Af , „3 M M Q 



Q 
und hieraus schließen wir: 
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,,/s/ f{z) auf der Elementarfläche E regulär, so kann man nach 
Annahme einer beliebig kleinen positiven Größe e die positive Größe i 
so bestimmen, daß die durch die Gleichung 

definierte Größe y der Bedingung \y\<t genügt, sobald nur \b — a\<b 
isty wo auch immer die Punkte a, b auf der Elementarfläche E an- 
genommen werden," 

Da die Ableitung f {z) auf der Elementarfläche E regulär und 
folglich auch gleichmäßig stetig ist, so läßt sich der vorstehende Satz 
dahin verallgemeinern: 

„Ist e > vorgeschrieben, so kann man 6> so bestimmen, daß die 
durch die Gleichung 

definierte Größe y der Bedingung 

genügt^ sobald a, b, c auf der Elementarfläche E irgendwie, jedoch den 
Bedingungen 

ib — a\ < 6, \c — a' < d 

entsprechend angenommen werden/' 

Die in den letzten beiden Sätzen ausgesprochene Eigenschaft von 
/*(z) deuten wir kurz dadurch an, daß wir sagen, f{z) sei auf der 
Elementarfläche E ,ygleichmäßig" differentiierbar. Daß in den vor- 
stehenden Sätzen a und b als voneinander verschiedene Punkte voraus- 
gesetzt werden, braucht kaum besonders hervorgehoben zu werden. 

§ 2. Integration der Potenzreihen. 

Eine Potenzreihe 

(1) ^(zja) = c^ + c,{z-a) + c,{z -«)« + ... 

Stellt im Innern ihres Konvergenzkreises C eine reguläre Funktion 
f(z) dar. Bilden wir nun die Reihe 

(2) ^,{zld) = c + c^{z-a) + -5 (z - «)» + -^-iz- a)» -f •• - , 

unter c eine beHebig gewählte Konstante verstanden, so fällt die ab- 
geleitete Reihe von ^^(z ja) mit ^(z ja) zusammen. Daher hat ^^(^/ö) 
denselben Konvergenzkreis C, und die im Innern dieses Kreises durch 
^i{z>a) definierte reguläre Funktion f^^z) genügt der Gleichung 

(3) '^^?-m- 

Wir nennen f^{z) ein unbestimmtes Integral von f{z). 



§ 3. Integration der Ableitung einer regulären Fi:nktion. 
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§ 3. Integration der Ableitung einer regulären Funktion. 

Wir beweisen nun einen allgemeinen Satz, der sich auf zwei in 
einer Domäne D reguläre Funktionen f{z) und f^ (z) bezieht, von denen 
die eine die Ableitung der anderen ist, zwischen denen also die Gleichung 



dz 



= m 



besteht. 



Es seien Zq und z zwei beliebig im Innern von D fixierte Punkte. 
Wir verbinden dieselben durch eine im Innern von D verlaufende 
stetige Linie L , (iie rektifizierbar sein soll. Zwischen Zq und z schalten 
wir auf dieser Linie L die Punkte z^, Zg, ..., z^_^ ein (Fig. 31) und 
bilden nun die Summe 

wobei Ci>Cf>--> Cn Punkte der Linie L bedeuten, die bzw. auf den 
Stücken z^.-.afj, z^.-.Zg, ..., ^„_i---^ beliebig angenommen sind. 

Wir wollen nun zeigen, daß die Gleichung 

(2) limi;/(^)^z = /;(z)-/i(zo) 

gilt, in welcher das Limeszeichen bedeutet, daß man die Anzahl der 
Punkte ^1, «9> •••,^„_i ins Unendliche anwachsen lassen soll derart, 
daß die Stücke, in welche die Linie L durch die 
Punkte zerlegt wird, unendlich klein werden. 

Wir schließen die Linie L in eine Elementar- 
fläche ein, die ganz im Innern von D liegt. Auf 
dieser Elementarfläche sind f^(z) und f^{z)^=^f{z) 
regulär. Ist daher c > beliebig klein vorgeschrieben, 
so werden in den Gleichungen 

die Größen y^, y,, ... absolut genommen kleiner als e sein, sobald 
die einzelnen Stücke jar^z^, z^^z^, ... der Linie L genügend klein sind. 

Nun folgt aus den vorstehenden Gleichungen 

A W - fx{'a)='Zf{')^z+r^{z^-z^) + Y.{'^-'x) + - + y„(2-«„-i) 

oder 




Fig. 31. 



wo 






ist. 



Htirviti-Courant, Funktionentheorie. 
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Da Iz^ — ZqI' 1^3 "~^i!' *•• ^^® Längen der der Linie L einbe- 
schriebenen Sehnen z^z^t z^z^, ... sind, so ist 

\R\<e'l, 

unter / die Länge der Linie L verstanden. 

Hieraus folgt nun in der Tat, weil e beliebig klein angenommen 
werden durfte, 

limi;f(z)Jz = /i(z)-/;(zo). 
Den hier betrachteten Limes bezeichnen wir mit 

X 

/ f{z) dz 

imd nennen ihn das durch die Linie L erstreckte Integral von f(z)dz. 
Die Linie L heißt der ,Jntegrationsweg''. Die Gleichung (2) läßt sich 
demnach so schreiben: 

(3) }mdz = f,{z)-fM. 

Sie lehrt, daß der Wert des Integrales unabhängig ist von der Wahl 
der die Punkte Zq und z innerhalb der Domäne D verbindenden 
Linie L. 

Lassen wir den Punkt z mit dem Punkte Zq zusammenfallen, so 
zeigt die Gleichung (3): 

Das durch eine geschlossene rektifizierbare ganz im Innern der 

Domäne D liegende Kurve erstreckte Integral jf{z)dz hat den Wert 
Null. Da nach der Bemerkung von § 2 im Konvergenzkreise C eine 
Fimktion f{z) stets als Ableitung einer Funktion f^ (z) dargestellt werden 
kann, so schließen wir nun: 

Im Innern eines Kreises, in welchem f{z) regulär ist, ist 

* 
Sf{z) dz 

«0 

von dem Integrationswege unabhängigy und das durch eine geschlossene 
rektifizierbare Linie genommene Integral Jf(z)dz ist NulL 

Wir werden in § 6 diesen Satz wesentlich erweitem, indem wir 
zeigen, daß an Stelle von C eine beliebige Elementarfläche E treten 
kann. 

§ 4. Beispiele« 

Ein prinzipiell wichtiges Beispiel bildet das Integral 

/dz 
-■ 

Es sei D die aus allen Punkten der Ebene mit Ausschluß der 
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negariven Achse der reeDen Zahlen bestehende Domäne. In dieser 
Domäne ist l(z) eine reguläre Funktion und 

dljz) _ J^ 
ds z 

Daher gilt der Satz: 

Das in der Domäne D von einem Punkte a nach irgendeinem 
anderen Punkte b genommene Integral 

St 

hat den Wert l{b) — l (a) . 

Dabei ist der Integrationsweg , d. h. die a mit b verbindende 
Linie L, längs welcher das Integral genommen wird, ganz in der 
Domäne D liegend vorausgesetzt. Welchen Wert hat das Integral, 
wenn die Linie L nicht mit allen ihren Punkten in der Domäne D 

liegt? 

Wir wollen diese Frage zunächst für den einfachen Fall behan- 
deln, daß die Linie L die Achse der negativen reellen Zahlen nur ein- 
mal durchschneidet, etwa im Punkt 
— Q . Durchläuft man die Linie L 
vom Anfangspunkt a bis zum End- 
punkt 6, so möge die Überschrei- 
tung der Achse der negativen reellen 
Zahlen von der Seite der positiven 
nach der Seite der negativen Ordi- Fig. 32. 

naten hin geschehen, wie das in 

der Figur 32 angedeutet ist. Es seien nun a und ß zwei zu beiden 
Seiten des Durchschnittspunktes — q der Linie L mit der Achse der 
negativen reellen Zahlen angenommene Punkte der Linie L. Dann 
wird 

sein. Lassen wir a und ß in den Punkt —q hineinrücken, so wird 

l{a) in l{Q) + 7ti, l{ß) in l{Q) — ni 
übergehen. Daher kommt 

(1) r^ = l{h)-l{a) + 2ni. 

a 

Würde die Linie L von der Seite der negativen nach der Seite 
der positiven Ordinaten übertreten, so würde in vorstehender Gleichung 
an Stelle von -|- 2 jr » auf der rechten Seite — 2 tt f zu schreiben sein. 

6* 
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Betrachten wir nun einen Integrationsweg L, der die Punkte a 
und b verbindet und die Achse der negativen Zahlen in beliebig 
vielen Punkten s^, s,, ..., s^ durchschneidet. 

Wir wollen jedem einzelnen Punkte 5^ die Einheit ej^= + 1 
oder e^ = — 1 zuordnen, je nachdem die Linie L im Punkte 5^ von 

der Seite der positiven auf die 
'^ Seite der negativen Ordinalen 
oder umgekehrt von der Seite 
der negativen auf die Seite der 
positiven Ordinalen durch die 
Achse der negativen reellen 
Zahlen hindurchtritt. In der bei- 
gesetzten Figur 33 würden z. B. 




Fig. 33. 



den Punkten s^, s^, s^, s^ der Reihe nach die Einheiten €^ = 4-1, 
gj = — 1, e^ = -{- ly fi^=+l entsprechen. 

Nun gilt offenbar für das durch die Linie L erstreckte Integral 



ds 



f— die Gleichung: 



(2) 



dz 



;^'=/(6)_/(«) + 2;r.-(e,+e, + ...+0. 



Die Summe fi^ + «g + . • . + «^ heißt die Windungszahl der Linie L, 

Lassen wir die Punkte a und b zusammenfallen, so ergibt die 
Gleichung (l) das Resultat: Es ist 

(3) /4^ = 2^». 

W3nn das Integral in .ypositivem Sinne'' um den Nullpunkt erstreckt wird. 

Diese Ausdrucks weise soll bedeuten, daß das Integral durch eine 
einfach geschlossene Linie L, die den Nullpunkt einschließt, erstreckt 
werden soll, wobei L in demjenigen Sinne durchlaufen wird, welcher 
dem Sinne des Zeigers einer Uhr entgegengesetzt ist. Diesen Durch- 
laufungssinn werden wir stets den positiven, den entgegengesetzten 
den negativen nennen. 

Betrachten wir nun das etwas allgemeinere Integral 

wo Zq eine Konstante bedeutet und der Integrationsweg a mit b ver- 
bindet. 

Setzen wir 

so durchläuft C eine Linie L\ während z die Linie L durchläuft; 
und zwar entsteht V aus L durch eine Parallel Verschiebung der 
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komplexen Zahlenebene (Fig. 34). Bei dieser Parallelverschiebung 
geht die durch Zq parallel zur Achse der negativen reellen Zahlen 
verlaufende Gerade in diese 
Achse über. Nun ist offen- 
bar unser Integral / gleich 
dem Integral 

J C ' 

letzteres erstreckt durch 
die Linie V. Hieraus folgen 
nachstehende Sätze: o^Zq 

Es sei g die durch Zq Fig. 84. 

parallel zur Achse der nega- 
tiven reellen Zahlen laufende Halbgerade. Dann ist 

* dz 

wenn der Inlegrationsweg die Gerade g nicht trifft, dagegen 

/ -"- = l{b - z^) - l{a - z^) + 27ii{e^ + ^^ + ••• + O» 

^ 2-Zq 

wenn der Integrationsweg die Gerade g in r Punkten trifft. Dabei 
sind €j, 6g, ..., e^ diesen Punkten einzeln zugeordnete positive oder 
negative Einheiten. 
Ferner : 

Das im positiven Sinne um den Punkt z = Zq erstreckte Integral 

/dz 
Z — Zq 

hat den Wert 2ni . 

Betrachten wir als zweites Beispiel, unter n eine von — 1 ver- 
schiedene ganze Zahl verstanden, die Funktion 

so ist 

Die beiden Funktionen f{z) und f^{z) besitzen, wenn n positiv 
ist, die eine singulare Stelle z=^oOy wenn n negativ ist, die eine 
singulare Stelle z=^Zq. Es sind also f{z) und f^{z) jedenfalls regulär 
in der Domäne Z), welche aus allen Punkten mit Ausschluß der 
Punkte z = Zq und z = oo gebildet wird. Daher gilt 

; (z - z,Y dz = - -i j [{b - z^r^' -{a- 2„y +1] 
für jeden Integrationsweg, welcher nicht durch den Punkt z^ geht. 
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Insbesondere ist 

für jeden nicht durch Zq hindurchgehenden geschlossenen Integra- 
tionsweg. 

Das im positiven Sinne um z = Zq erstreckte Integral 

Jiz-z^Ydz 

ist also immer Null mit Ausnahme des Falles « = — 1, in welchem 
das Integral den Wert 2ni besitzt. 

§ 6. Integration regulärer Funktionen. 

Es sei wie im § 1 f(z) regulär in der Domäne Z>, und E be- 
zeichne eine in der Domäne D angenommene Elementarfläche. Ferner 
möge Q dieselbe Bedeutung haben wie im § 1, so daß also jeder 
Kreis vom Radius ^, dessen Mittelpunkt der Elementarfläche E an- 
gehört, ganz im Innern der Domäne D verläuft. 

Wir verbinden zwei Punkte a und 6, die im 
Innern der Elementarfläche E liegen, durch eine 
rektifizierbare Linie L, die ganz im Innern der 
Elementarfläche E verläuft (Fig. 35). 

Es sei m kleiner als der kürzeste Abstand 
der Punkte von L von der Begrenzung von £, 
so daß jeder Kreis vom Radius w, dessen 
Fig. 35. Mittelpunkt ein beliebiger Punkt der Linie L 

ist, ganz im Innern von E liegt. 
Wir zerlegen nun die Linie L, indem wir zwischen a und b auf 
ihr die Punkte z^, z.^, ..., J8:»«i einschalten, in Stücke L^, L^, ..., L^, 
und zwar seien diese Stücke so klein, daß der Abstand zweier auf- 
einanderfolgender Punkte a = ^0, Zj, ^.2, . . . , Zn-u ^ = ^n k^^i'^^r als q 
und kleiner als m ist. Wir bezeichnen das durch die Linie L^ 
(Ä = 1, . . ., n) erstreckte in § 3 definierte Integral 

'fnz)dz 

kurz mit (LJ und setzen 

(I,) + (L,) + ... + {L„) = i\ /+••• + / = / nz)dz = {L). 

a 1, Mf^^l a 

Es soll sich in diesem Paragraphen um den Nachweis handeln, 
daß der Wert dieses durch die Linie L erstreckten Integrals von der 
Wahl der Linie L unabhängig ist und daß dieser Wert, angesehen als 
Funktion der oberen Grenze b, im Innern der Elementarfläche E regu- 
lär ist. 
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Man kann die Linie Lj^ (^ = 1, 2, ..., n) ersetzen durch die 
Verbindungsgerade G^ ihrer Endpunkte, ohne den Wert des Integrals 
f f{^) ^^ dadurch zu ändern. Dies folgt unmittelbar aus dem Satze 
von § 3. Die geraden Strecken G^ liegen dabei ganz im Innern von E, 
"EtS ist also 

(i) = (Gj + (G,) + ... + (GJ = (G), 

wo G den aus den Geraden G^, G^, ..., G^ zusammengesetzten ge- 
brochenen Linienzug bedeutet. 

Um die Unabhängigkeit des Integralwertes von der Wahl der 
Linie L darzutun, genügt es hiernach, die Gleichheit der beiden In- 
tegrale (G) und (G') zu beweisen, unter G und G' zwei von a nach b 
führende gebrochene Linienzüge verstanden, von denen jeder sich aus 
einer endlichen Zahl von geradlinigen Strecken zusammensetzt, die 
ganz im Innern von E liegen. 

Durchlaufen wir den Linienzug von G' in umgekehrter Richtung, 
so ändern wir dadurch nur das Vorzeichen des betreffenden Integrals (G'). 
Folglich kommt der Nachweis der Gleichung (G) = (G') auf den Nach- 
weis des folgenden Satzes hinaus: 

Das Integral j f{z)dz, erstreckt durch den Umfang eines Polygons^ 
dessen Seiten sämtlich im Innern von E liegen, ist gleich Null, Be- 
trachten wir ein solches Polygon, so können 
möglicherweise zwei nicht aneinander- 
stoßende Seiten desselben sich schneiden, 
so daß der Umfang des Polygons sich selber 
durchsetzt. In diesem Falle zerlegen wir 
den Umfang in einzelne Stücke, von denen 
jedes für sich einen knotenlosen, in sich 
zurücklaufenden Linienzug bildet. Offenbar 
genügt es, für jedes solche Stück das Ver- ^^S- 36. 

schwinden des Integrals J/'(^)f/j8r zu beweisen. 

Sei nun P ein Polygon, dessen Umfang sich nicht selbst durch- 
setzt und im Innern von E liegt. Den Umfang des Polygons P be- 
zeichnen wir der Kürze halber ebenfalls mit P. Dann handelt es sich 
um den Nachweis, daß (P) = ist. 

Zunächst bemerken wir, daß, wenn die Polygone P^ und Pg 
eine Seite gemeinsam haben (Fig. 36) und P^ -|- Pg das Polygon be- 
deutet, welches von den Seiten von P^ und P^ mit Ausschluß der 
gemeinsamen Seite gebildet wird, 

(Pi) + (P,) = iP^ + -P,) 
ist. Denn die auf die gemeinsame Seite von P^ und P^ sich be- 
ziehenden Integralteile zerstören sich, weil diese gemeinsame Seite 
bei dem Integral (P^) in entgegengesetzter Richtung zu durchlaufen 
ist, wie bei dem Integral (P^). Hieraus folgt nun: 
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Können wir das Polygon P in Polygone P^, P^, ..., P^ zer- 
legen, für welche die Integrale (P,), (P,), ..., (PJ sämtlich Null 
sind, so ist auch (P) = (Pj) + (P,) + ... + lPJ = 0. 

Dies ist nun laisachlich für jedes Polygon P, dessen Umfang 
sich nicht selbst durchsetzt und ganz im Innern von E liegt, möglich. 
Man zerlege nämlich die Ebene durch äquidistante Parallelen zur 
Achse der reellen und imaginären Zahlen in Quadrate, deren Dia- 
gonalen kleiner als q sind (Fig- 37). Durch diese Parallelen wird die 
Poiygonfläche P in Stücke P,, P,, ... zerlegt, von 
welchen jedes einzelne ganz in einem Kreise mit dem 
Radius q, dessen Mittelpunkt ein Punkt von E ist, liegt. 
Jedes einzelne Integral (P,), (P,). ■■■ ist daher nach 
dem vorigen Paragraphen Null und folglich auch das 
Integral P. Hierbei haben wir stillschweigend ange- 
nommen, daß die Fläche des Polygons P ganz im 
Innern von E liegt. Es ist aber in der Tat leicht zu 
Fig. 37. xeigen, daß kein Punkt im Innern von P auf der 

Grenze oder außerhalb von E liegen kann. 

Denn ist p ein solcher Punkt, so gibt es, wenn er nicht selbst 
außerhalb, sondern an der Grenze von E liegt, doch in seiner Nähe 
Punkte im Innern von P, die außerhalb E liegen. Sei p' ein solcher 
Punkt. Da E ganz im Endlichen liegt, so gibt es auch außerhalb 
von P Punkte, die außerhalb £ hegen. Sei p" ein solcher Punkt. 
Dann gibt es keine p' mit p" verbindende Linie, die nicht Punkte 
von E enthielte, da jede solche Linie den Umfang von P trifft. 
Dies widerstreitet aber der Annahme, daß £ Elementarfläche ist. 

Nachdem wir gezeigt haben, daß der Wert des Integrals 

von der Wahl der a mit b innerhalb E verbindenden Linie L un- 
abhängig ist, beweisen wir nun, daß dieser Werl innerhalb E eine 
G reguläre Funktion von b isl. Wir wollen die obere 

\ Grenze jetzt mit z statt mit b bezeichnen, die untere 

2] Grenze mit z^ und 
^ f,{z)^jf{z)dz 

Fig. 38. *■ 

setzen, wobei der Integralionsweg ganz in E liegt. 

Sei nun a ein beliebiger Punkt in £ (Fig. 38)- Liegt dann x in 
einer Umgebung von a. die ganz in D hineinfällt, so ist 

/"(=) = ^f)-Th '.^ - "»1 -1- Ca iz -af-^... 
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und nach § 3 

ffiz)dz==c^{z - a) + '^ iz - a)* + ^ {z -«)» + .... 

Nun können wir die Zq und x verbindende Linie so wählen, daß 
sie den Punkt a enthält. Dann ist 

(2) /i W = fm dz = Sf{z) dz + f f{z) dz 

** «« .« 

= c + Co{z-a) + ^{z-ay + ..., 

WO c = j f{x)dz von X unabhängig ist. 
«• 

Die Gleichung (2) zeigt, daß f^{z) innerhalb E regulär ist und 
daß ^ = f{z) ist. 

feie aniere innerhalb E reguläre Funktion f~{x), welche ebenfalls 

der Gleichung -^^=zf{x) genügt, unterscheidet sich von f^{z) nur 
um eine Konstante. Denn ist in der Umgebung einer Stelle a von E 

IT» -/;w=*+Ai(*-«)+*.(^ -«)* + ..., 

so folgt, da die Ableitung von f{x) — f^ (z) verschwindet , daß 
Ä^ == A, = Ag = . . . = sein muß. Folglich ist 

und diese in der Umgebung der Stelle a gültige Gleichung gilt nach 
früheren Sätzen für das ganze Innere von E, 

§ 6. Der Cauchysche Satz. 

Es sei E eine Elementarfläche, auf welcher f(z) regulär ist. Be- 
trachten wir nun eine geschlossene rektifizierbare Linie L, die ganz 
im Innern von E liegt, so wird dieselbe durch zwei beliebig auf ihr 
angenommene Punkte a, fc in zwei Stücke L^ 
und Lj zerlegt (Fig. 39). 
Nach dem vorigen Paragraphen ist nun 

<^ff{z)dz=^^^Jf{z)dz 



oder 



<^«)J f{z) dz +^^^Jf{z) dz = 
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Die Summe der Integrale linker Hand ist aber gerade das durch 

die geschlossene Linie L genommene Integral J f{z)dz. Es gilt also 
der Satz: 

Liegt die geschlossene rekiifizierbare Linie L ganz in einer EU- 
mentarfläche, auf welcher f{z) regulär ist, so ist 

Sfiz)dz = 0, 
wenn das Integral durch die Linie L erstreckt wird. 

Dieser von Cauchy entdeckte Satz gehört wegen seiner mannig- 
faltigen Anwendungen zu den wichtigsten Sätzen der Analysis. 

Wir wollen, ehe wir zu solchen Anwendungen übergehen, noch 
einige Bemerkungen an den Cauchysohen Satz knüpfen. 

Es sei L eine einfach geschlossene rektifizierbare Linie, welche 
eine Elementarfläche E begrenzt, die mit allen ihren Punkten der 
Domäne D angehört. Wir können dann die Elementarfläche E in 
eine geschlossene Linie V einschließen, welche eine ebenfalls ganz in 
der Domäne D liegende Elementarfläche E' begrenzt (Fig. 40). Wenn 
nun f{z) in der Domäne D regulär ist, so folgt nach dem Cauchyschtn 
Satze 

Sf{z)dz^O, 
das Integral erstreckt durch die Linie L. 





Fig. 40. 



Fig. 41. 



Es gilt also die Gleichung J f(^z)dz = für jede einfach ge- 
schlossene rektifizierbare Linie, die eine Elementarfläche begrenzt, auf 
welcher f(z) regulär ist. Wir betrachten nun ein Flächenstück G der 
komplexen Zahlenebene, begrenzt von einer endlichen Zahl einfach 
geschlossener rektifizierbarer Linien L, Lj, L^,..., die sich gegen- 
seitig nicht treffen und von denen die eine, L, die übrigen einschließt. 
Das Flächenslück G möge einschließlich seiner Randlinien L, Lj, 
Lj,... ganz in einer Domäne D liegen, in welcher f(z) regulär ist 
(Fig. 41). Wir wollen dann der Kürze halber sagen, f(z) sei auf der 
Fläche G regulär. 

Bei der einzelnen geschlossenen Linie wollen wir als positiven 
Durchlaufungssinn denjenigen nehmen, welcher dem Sinne des Uhr- 
zeigers entgegengesetzt ist. Je nachdem das Integral J f{z)dz durch 
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eine geschlossene Linie L im positiven oder im negativen Sinne er- 
streckt wird, bezeichnen wir dasselbe mit J f{z)dz oder J f{z)dz. 

L+ L- 

Endlich wollen wir unter dem durch die Begrenzung oder den 

Rand von G in positivem Sinne erstreckten Integrale J f{z)dz die 

Summe 

Sf{z)dz + Sf{z)dz^Sf{z)dz + ,,, 

verstehen^). 

Es gilt nun folgender Satz: 

Das Integral J f{z) dz, in positivem Sinne durch den Rand einer 
Fläche G erstreckt, auf welcher f{z) regulär ist, hat den Wert Null. 

Zum Beweise (bei welchem wir drei Randlinien L, L^, L^ voraus- 
setzen wollen) verbinden wir die Linie L mit den Linien L^ und Lg, 
sowie L^ mit L^ durch rektifizierbare im Innern von G verlaufende 
Linien. Hierdurch zerfällt die Fläche G in zwei Elementarflächen E^ 
und E^ (Fig. 42). Die im positiven Sinne durch den Rand von E^ bzw. 

Eg erstreckten Integrale J f{z)dz sind nun gleich Null, folglich auch 

ihre Summe. Nun werden die Hilfslinien bei 

der Integration durch den Rand von E^ gerade 

in entgegengesetzter Richtung durchlaufen 

wie bei der Integration durch den Rand von E, . 

Die betreffenden Integralteile heben sich daher 

bei der Addition auf, und die Summe jener 

beiden Integrale ist also identisch mit dem 

im positiven Sinne durch den Rand von G 

erstreckten Integrale Jf{z)dz. 

Betrachten wir den speziellen Fall des letzten Satzes, in welchem 
die Fläche G nur zwei Randlinien L und L^ be- 
sitzt (Fig. 43), so haben wir dann die Gleichung 

Sfiz)dz + Jf{z)dz = 0, 

aus welcher 

f f{z) dz^J f{z) dz 

folgt Also: 

Begrenzen die Linien L und Lj^ ein Flächenstück, auf welchem 
f{z) regulär ist, so ändert sich der Wert des Integrales 

/ m dz 

nicht, wenn man die Linie L durch die Linie L^ ersetzt. 

^) Man sagt: Der Rand eines Gebietes wird positiv umlaufen, wenn das 
Gebiet dabei zur Linken bleibt. Im obigen Falle wird dann die Kurve L im 
positiven, alle andern Kurven im neg^ativen Sinne durchlaufen. (A. d. H). 




Fi^. 42. 




Fi^. 43. 
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§ 7. Folgerungen aus dem Cauchyschtn Satz. 

Der Zaurentsche Satz* 

Es sei L eine einfach geschlossene rektifizierbare Linie, welche 

eine Elementarfläche E begrenzt, auf der die Funktion f(z) regulär ist. 

Bedeutet Zq einen Punkt im Innern dieser Elementarfläche £", 

so ist auch ^^^^""^ — - auf E regulär (Fig. 44). 
Folglich ist 

Der Faktor von /"(zq) hat, wie wir früher gesehen haben (§ 4), den 
Wert 2ni. Also ist 

Wir wollen die Bezeichnung ein wenig ändern. Den auf L ver- 
änderlichen Punkt bezeichnen wir mit f statt mit z und den im 
Innern von L beliebig angenommenen Punkt mit z statt mit Zq. Dann 
heißt unsere Formel: 

Diese Formel zeigt, daß man die Werte von f{z) im Innern von L 
berechnen kann, wenn man die Werte von f{z) auf der Linie L 
kennt. Denn der Wert des Integrals hängt nur von den Werten /"(f) ab. 

Die Formel (1) läßt sich leicht ver- 
allgemeinern. Es sei G eine Fläche, 
begrenzt von einer endlichen Anzahl von 
LinienL, Lj, L^, ... ,L^, von denen die 
erste, L, die übrigen einschließt. Auf 
G sei f{z) regulär. Wir fixieren inner- 
Fig. 44. Yi^. 45. halb G willkürlich einen Punkt z^. 

legen um Zq eine Linie K, die eine 
ganz in G liegende Elementarfläche einschließt, und scheiden diese 
Elementarfläche aus G aus (Fig. 45). 

Dadurch erhalten wir eine von den Linien Z, Zj, Z,, • . ., Z^ und K 

f(z) 
begrenzte Fläche G\ auf welcher — - regulär ist. 

Z Zq 

Folglich ist das positiv durch den Rand von G' erstreckte Inte- 
gral J -/_„ dz gleich Null, woraus wir die Gleichung 

2 jr% J z — Zq 2 7ztJ z—Zq * 2nt J z — Zq ' 

schließen. Die linke Seite stellt nach Formel (1) f{z^ darn 
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Ersetzen wir wieder Zq durch z und schreiben wir in den Inte- 
gralen f statt jar, so kommt 

L* LT 

Diese Formel drückt wiederum den Wert von f{z) im Innern der 
Fläche G durch die Werte dieser Funktion auf dem Rande von G aus. 

Von der Formel (2) wollen wir nun eine interessante Anwendung 
tmzhzn. Es sei R ein Kreisring, begrenzt durch zwei Kreise mit 
dem Mittelpunkt a. Die Punkte dieses Kreisringes, zu welchen wir 
die Punkte auf den Peripherien der Begren- 
zungskreise nicht rechnen, bilden eine Domäne. 
Es möge f{z) in dieser Domäne regulär sein. 
Fixieren wir einen beliebigen Punkt z in dem 
Kreisring, so können wir einen zweiten Kreis- 
ring mit demselben Mittelpunkt a konstruieren, 
der ganz in dem ursprünglichen Kreisring liegt 
und z in seinem Innern enthält. L^ und L^ 
seien die diesen zweiten Kreisring begrenzenden 
Kreise (Fig. 46). Dann ist nach der Formel (2) 

(3) m = u w + u W' 

wobei 

r f ,-,1- _L fAf)''^ 

(4) 




Fig. 46. 



Lt* 






z 



ist. Wenn C auf L^ liegt, so ist | z — a | < | C — « | und also 

(5) |j-:l|=Ä,<i. 

Der Wert Ä^ ist unabhängig von der Lage des Punktes ^ auf L^. 
weil I f — a I längs L^ konstant bleibt, nämlich den Radius des 
Kreises L^ vorstellt. 

In dem Integrale f^ (z) substituieren wir 



1_ 



1 



1 






0"[C-a--(2-a)] 



und integrieren dann gliedweise. Hierdurch kommt 

(6) /iW = c„ + Ci(z - a) + c,(z- a)« + ... + c,_i(2 - «)»-* -f v 

wobei gesetzt ist 

(7) 






(8) 






L,+ 
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Mit unendlich wachsendem n verschwindet r . Denn es ist 

Li i, 

und nach (5) ist Hm A? = 0. Also ist 



n= OD 



Bei dem Integrale, welches den Koeffizienten c^ definiert, darf 
statt des Kreises L^ auch irgendein anderer Kreis mit dem Mittel- 
punkt a, der ganz im Kreisring R liegt, als Integrationsweg ge- 

f(z) 
nommen werden. Denn die integrierte Funktion — - cvr ist im Kreis- 

ring R regulär. Ja man darf statt L^ allgemeiner einen beliebigen 
einfach geschlossenen Integrationsweg nehmen, der den Punkt a ein- 
schließt und ganz im Innern des Kreisringes R verläuft. Hieraus 
folgt beiläufig, daß c^ von der Wahl des Punktes z im Kreisring R 
. unabhängig ist Es stellt f^ (z) nach (9) eine im Innern des größeren 
Begrenzungskreises des Ringes R reguläre Funktion vor. 

Betrachten wir nun 

so bemerken wir zunächst, daß für jeden Punkt f der Kreisperipherie 
Lj die Ungleichung 



z —a 



= *9<1 



gilt. Daher werden wir in dem Integrale substituieren 
Hierdurch kommt 



(z-a)« ' (z-^af 



{z-ar[z-Zy 



'^ ^ ^ z — a ' {z — af 



(10) 

wobei gesetzt ist 

(11) c., = ^.lm{:-ay-^da, 



L c - ^ \-r' 



(12) 



♦» 2jr» J \z~-aJ z — C 



Ebenso wie r verschwindet auch rj mit unendlich wachsendem ä. 
Also ist 

(13) A(^) = 24-J?l-y = ^-.^a+^-(r--<.? + --- + ^--?ir- + ---- 



§ 7. Folgerungen aas dem Cauchyschen Satz. Der Laurentsche Satz. 95 

Auch hier darf bei dem Integrale (11), welches c«* definiert, die 
Kreisperipherie L^ durch jede andere ganz im Kreisring liegende 
Kreisperipherie mit dem Mittelpunkt a ersetzt werden. Die Glei- 
chung (13) zeigt, daß f^ (z) eine außerhalb des inneren Begrenzungs- 
kreises unseres Kreisringes reguläre Funktion ist. Beachten wir noch, 
daß der Integrand in (11) aus dem in (7) hervorgeht, wenn wir in 
diesem — Ä an Stelle von k schreiben, so können wir das Resultat 
unserer Untersuchung so aussprechen: 

Ist die Funktion f(z) regulär in einem Kreisringe mit dem Mittel- 
punkte a, so läßt sich f{z) in diesem Ringe darstellen durch eine nach 
positiven und nsgativsn Potenzen^) von z — a fortschreitende Potenzreihe: 



— CO 



Die Glieder mit positiven Potenzen bilden eine Potenzreihe $(z — a), 
welche in dem größeren den Ring begrenzenden Kreise konvergiert, die 

Glieder mit negativen Potenzen bilden eine Potenzreihe %^ vrzr) ' ^^^^^ 

außerhalb des kleineren den Ring begrenzenden Kreises konvergiert. 
Ist ferner L eins Kreisperipherie mit dem Mittelpunkt a, die ganz 
im Innern des Kreisringes liegt, so hat man 

Insbesondere ist 

(15) ^-^ = 2^J/'(0'^f- 

Der vorstehende Satz ist unter dem Namen des LaMr^n^schen 
Satzes bekannt. Aus der Gleichung (14) lesen wir sehr leicht den 
Hilfssatz über Potenzreihen ab, welchen wir am Schluß des 2. Kapitels 
bewiesen haben. 

Es folgt nämlich aus (14). 






n+1 



Wenn nun längs der Kreisperipherie L beständig 
ist, so hat man 






*) Der Kürze halber nennen wir eine Potenz (* — a)* eine ,, positive*' oder 
„ftegaHve'* Potenz, je nachdem der Exponent n^O oder <:^0 ist. 



96 1} ^* 1^16 Integration analytischer Funktionen. 

Es ist aber | f — a | = ß, dem Radius des Kreises L; femer \dC\ = ds, 
dem Bogenelement des Kreises L. Daher kommt 

, ^ Af 1 p , M 

eine Ungleichung, die den Inhalt jenes Hilfssatzes bildet. 

Aus dieser Ungleichung wollen wir jetzt noch die Folgerung 
ziehen, daß eine in einem Kreisringe mit dem Müielpunkt a reguläre 
Funktion nur auf eine Weise nach positiven und negativen Potenzen 
von {z — a) entwickelbar ist. Angenommen nämlich, es wäre 

f{x) = ^c<» {z - af, 



n 

— OD 



/•w=Sc<«(^-«r. 



n 

— 00 



so folgte 

= ^(c<« - 6- <«) (r - a)-. 

— 00 

Die Potenzreihe rechts stellt also eine reguläre Funktion im Kreis- 
ringe vor, die den konstanten Wert hat. Daher können wir M = 
setzen. Dadurch erhalten wir 1 c<^^ — c^*M ^ und folglich c^^> = c^^ . 

Mit Hilfe des LaurefitscYien Satzes können wir den schon in 
Kap. 3, § 7 angekündigten Satz beweisen: 

Der absolute Beirag jeder in der Umgebung einer isolierten singu- 
lären Stelle eindeutigen analytischen Furkiion nimmt dort beliebig große 
Werte an. 

Anders formuliert: Eine in der Umgebung eines Punktes a ein- 
deutige reguläre Funktion f{z) von beschränktem absoluten Betrag ist in 
diesem Punkte selbst regulär. 

Betrachten wir nämlich in der obigen Laurent^cYi^n Entwicklung 
den Koeffizienten c^ (w = — 1, — 2, . . .), und ist M eine Schranke für 
\f{z)\ in der Umgebung von a, so können wir, da der innere Kreis 

des Kreisringes beliebig klein genommen werden kann, in der Ab- 

Af . 
Schätzung \c^\ ^ — s die Zahl q beliebig klein wählen, woraus sofort 

CT 

c_j =0, c_3 = 0,..., also die Regularität von f{z) in z = a folgt. 

Eine wichtige Folgerung des hiermit bewiesenen Satzes ist der 
Satz von Weiersiraß: 

Eine in der Umgebung einer wesentlich singulären Stelle a ein- 
deutige Funktion kommt in beliebiger Nähe dieser Stelle jedem be- 
liebigen Werte U beliebig nahe. 
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Wäre dies für einen Wert a nicht richtig, so würde die Funktion 
nach dem vorigen Satze im Punkte z = a regulär bleiben ; 



somit wäre f(z) — a, also auch f(z)y in z =^ a entweder regulär oder 
hätte dort einen Pol, also jedenfalls keine wesentlich singulare Stelle. 

§ 8. Die Residuen der analytischen Funktionen. 

In der Domäne D sei die Funktion f{z) regulär. Ferner sei a 
ein isolierter Begrenzungspunkt von D, so daß also in einem ge- 
nügend kleinen um a beschriebenen Kreise der Mittel- 
punkt a der einzige nicht zur Domäne D gehörige 
Punkt ist. Betrachten wir nun einen Kreisring mit 
dem Mittelpunkt a, der gaAz in der Domäne D liegt 
(Fig. 47), so haben wir innerhalb desselben nach dem 
Z.a«r^/schen Satze: 

(1) fiz) = 2c„ (*-«)- = ? (r - «) + $, (^-) . '"*■ *'■ 




— 00 



Der Radius des inneren Begrenzungskreises des Kreisringes kann 

nun so klein gewählt werden, wie man will. Daher wird $j ( j 

eine beständig konvergierende Potenzreihe sein. 
Wir führen nun die folgende Definition ein: 

Der Wert des positiv um den isolierten Begrenzungspunkt a ge- 
nommenen Integrales 

soll das Residuum von f(z) an der Stelle z = a h eißen 

Für dieses Residuum gebrauchen wir nach Cauchy die Bezeichnung 

r[f(.z)]. 

Nach Gleichung (15) des vorigen Paragraphen ist dieses Residuum 

der Koeffizient von in der Eniwickelung (1) von f[z) in der Um- 

gebung von z = a nach positiven und negativen Potenzen von z — a. 

Hierbei haben wir a als endlich vorausgesetzt. Wir wollen in- 
dessen den Begriff des Residuurtis auf den Fall a = oo ausdehnen. 
Es sei also der Punkt oo ein isolierter Begrenzungspunkt einer Do- 
mäne D, in welcher f{z) regulär ist. Wählen wir zwei Kreise mit 
dem Mittelpunkt und mit genügend großen Radien, so wird in dem 
von diesen Kreisen begrenzten Kreisring f(z) regulär und also in 
der Form 

(2 ) m = i"f „ ^" = ? w + *, (-] ) 

Hurwitf-Courant, FunkiioDentheorie. 7 
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darstellbar sein. Hier wird, beiläufig bemerkt, ^(z) eine beständig 
konvergierende Reihe sein, weil wir den Radius des äußeren Be- 
grenzungskreises unseres Kreisringes beliebig groß nehmen dürfen. 

Als Residuum von f{z) für den Punkt oo bezeichnen wir nun den 
Wert von 



ij/'W'^^' 



wenn wir das Integral in negativem Sinne durch einen Kreis erstrecken, 
der ganz in der Domäne D liegt und dessen Äußeres y abgesehen vom 
Punkte ooy ebenfalls ganz der Domäne D angehört. 

Für dieses Residuum wenden wir die Bezeichnung 



oo 




an. Nach dem vorigen Paragraphen ist sein Wert der negativ ge- 
nommene Koeffizient von — in der Entwicklung (2) der Funktion f[z) 
in der Umgebung von 2 = 00. 

Wir wollen nun die „Cauchysche Residuenformel*' ableiten. 

Wir nehmen an, f{z) sei auf einem Flächenstück F, abgesehen 
von den Punkten a^, a,, ..., a^ regulär, Die Begrenzungslinien L, 

Lj, Lg, . . . von F setzen wir als rekiifizierbar voraus 
(Fig. 48). Wir umgeben die Punkte a^, a,, . . ., a^ 
mit kleinen Kreisen K^, K^, ..., K^j die sich 
gegenseitig ausschließen und ganz im Innern von 
F liegen. Schließen wir die Flächen dieser Kreise 
aus F aus, so erhalten wir eine Fläche F', begrenzt 
Fig. 48. ^^^ ^^^ Linien 

und auf der Fläche F' wird die Funktion f{z) regulär sein. 

Nach dem CawcÄyschen Satz ist das positiv durch die Berandung 
von F' erstreckte Integral J f{z) dz gleich Null. Hieraus folgt 

(F+) Kx- K^- Kr" 

Die auf die Kreise K^, K^, ..., K^ bezüglichen Glieder dieser Gleichung 
stellen die negativ genommenen Residuen der Funktion f(z) an den 
Stellen a^^ a^, ..., a^ vor. Folglich ist 



(F+) 



«1 «• «,. 
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Als Beispiel der Anwendung dieser JReHduenforfnel betrachten 
\vir das Integral 

+ 00 

J==jR{z)dz. 

wo R{z) eine rationale Funktion bezeichnet, die für reelle Werte von 
z nicht unendlich wird und iüi z = co mindestens von der zweiten 
Ordnung Null wird, worunter wir meinen, daß z^ R (z) für z ^=00 
einen endlichen Grenzwert ergibt 

Wir verstehen unter p eine positive Größe, die später unendlich 
groß werden soll. Über dem Stück 
— /> . . . + ^ ^^^ Achse der reellen 
Zahlen als Durchmesser beschreiben 
wir einen Halbkreis K und denken 
uns p schon so groß gewählt, daß ^ 

die oberhalb der Achse der reellen _. • ^ 

Fig". 49. 

Zahlen liegenden Pole der rationalen 

Funktion R (z) sämtlich innerhalb des Halbkreises liegen (Fig. 49). 

Die Gleichung (3), angewendet auf die Fläche dieses Halbkreises, 
liefert: 

* 

(4) JR (z) dz + jR (z) dz ^-. 2 jti Zr \R (z)\ 




-PK a 



k 



wobei die Summe über alle Pole a^ von R{z) zu erstrecken ist, die 
positive Ordinaten besitzen. 

Nun verschwindet das über die HaJbkreispertpherie K genommene 
Integral J R{z)dz für p = cx>. In der Tat ist für genügend große 
Werte von \z\, d.h. in der Umgebung von z==oo, 



4t *t 



wo e mit — verschwindet. Daher ist, wenn z auf K liegt, 
z 



,2?(.); = -'^, ;i-f-e:^-LV(i-f:^)<^. 

sobald \z\=^p so groß geworden ist, daß | e | < 1 ausfällt. Aus vor- 
stehender Ungleichung folgt 

weil l\dz\ die Länge des Halbkreises K ist. Mit unendlich wachsen- 

K 

dem p nähert sich — . - und also auch jR(z)dz der Grenze Null. 



;♦ 
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Die Gleichung (4) geht daher für ^ = cx) über in 

+ m 

(5) SR{z)dz = 27Ti^r[R{z)], 



«* 



wobei über alle Pole a^^ von R{z) mit positiv -imaginärem Teile zu 
summieren ist. 

Beispielsweise wird 

+ x 



oo 



dz _ ^ . \ 1 _ 



Um das Residuum zu berechnen, haben wir nach Potenzen von 

z — i = h 
zu entwickeln. Nun ist 

_L_ = .1 _ 1 

Z'ij^i)n [(,-+Ä)« + l]" [Ä(2i + Ä)]- ~ 

(2»)«Ä''L ^ 2^ 1-2 \2/^ 1.2-3 \2/ ^"'J' 

Der Koeffizient von — in dieser Entwicklung lautet 

h 

1 «(m + 1)(« + 2)...(2«-2) /»^-i 1 1 (2w-2)! 



1 

(2 t)« A" 


2j 


^*'*V , 


ti(ti-fl)(»+2) 



■(i) 



(2i)« (M-1)! V2>/ t 2««-^ («-!)! (n-l)I ' 

und dieses ist also der Wert des in Betracht kommenden Residuums. 
Daher finden wir 

+ 00 

dz 71 (2n-2)! 



j 



(£«+!)» ■ 2«'-'-» (»-l)!(ti-l)! * 



— oc 



§ 9. Bestimmung der Null- und Unendlichkeitsstellen 

einer Funktion. 

Es sei F entweder eine Elementarfläche oder eine von einer 
endlichen Anzahl von einfach geschlossenen Linien begrenzte Fläche. 
Die Randlinien werden reklifizierbar vorausgesetzt. Nun möge f(js) 
auf der Fläche F regulär sein, abgesehen von den Punkten a^, a^ , . . ., a^. 
welche Pole von f(z) sein sollen. Auf dem Rande von F soll f(z) 
weder verschwinden noch Pole haben. Die im Innern von F vor- 
handenen Nullstellen von f(z) seien 6^, 63, . . ., ö^. Ihre Anzahl ist 
notwendig endlich, da sie keine Häufungsstellen besitzen können. 

Die Funktion '-.-^ ist nun offenbar auf F regulär, abgesehen 
von den Punkten a^, a^, .,., a , 6,, 63, . .., 6^. 
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Besitzt f(z) in der Umgebung einer Stelle a die Entwicklung 
(1) f{z) = c^{z - a)*+ c,{z ~ a)*^'+ ... {c^ + 0), 

wobei k eine positive oder negative ganze Zahl bezeichnet, so ist 

und folglich 

f{z) z — a * ^ ^ ' 

f (z) 
Der Punkt a ist dann also ein Pol von ^,-r- und k das zugehörige 

Residuum. Wenn k eine positive Zahl ist, so ist a eine Nullstelle 
von f(z), und zwar soll diese Nullstelle eine k- fache oder „von der 
Multipiiziiät'' k heißen. Wenn dagegen k eine negative Zahl ist, so 
ist a ein Pol von f{z) und — k seine Ordnung oder — wie wir auch 
sagen werden — es ist a eine —k- fache Unendlichkeitssielle der Funk- 
tion f(z) oder auch eine Unendlichkeitsstelle von der „Muliipliziiät" —k. 
Der Residuensatz ergibt nun 

^*^) 'r^ilj^^'-K + K + --- + K-{K + K + --- + K), 

WO Aj, ij, ..., A, die Multiplizitäten der Nullstellen b^^ b^, , .., b^ und 
Äj, Ä, , . . ., Ä,. die Multiplizitäten der Unendlichkeitsstellen a^, a^, . . ., a^ 
bedeuten. Rechnen wir nun jede Nullstelle und jede Unendlichkeits- 
stelle so oft, wie ihre Multiplizität angibt, so ist >fei + *, + ••• + ^, 
die Gesamtzahl der Nullstellen und h^ -{- h^ -{-,.. -]~ h^ die Gesamt- 
zahl der Unendlichkeitsstellen von f(z) innerhalb der Fläche F. Also: 

Bezeichnet N die Gesamtzahl der Nullstellen , U die Gesamtzahl 
der Unendlichkeitsstellen von f(z) innerhalb der Fläche F, so ist 

Hieraus ergibt sich beiläufig ein neuer Beweis für den Fundamental- 
satz der Algebra, Ist nämlich 

/•(^) = 2f" + a^z-^-\- a,^-2+ ... + «„, 

so hat man für genügend große Werte von ! z 

f{z) ^"-f ... z~^' z'^'^ z^~^ '" ' 

Wählen wir für F eine Kreisfläche, begrenzt von einem Kreise mit 
dem Mittelpunkt 0, dessen Peripherie im Innern des Geltungsbereiches 
der vorstehenden Entwicklung liegt, so kommt (§ 7, Formel (15)) 



27ti J 
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und folglich, da f{z) nicht unendlich wird, also U = ist, 

N = n, 
d. h. f{z) verschwindet genau n-mal 

Das Integral \(^dz = ^ ^ = Jrf log f{z) geht durch die Sub- 
stitution 

rw = c 

in das Integral 1 — über. Hieraus ergibt sich eine neue Deutung 

der Formel (2'). Wenn nämlich z eine der Begrenzungslinien L der 
Fläche F durchläuft, so wird der Punkt t = f(z) eine geschlossene 
Linie L beschreiben. Das Integral 

2ni i f{z) 2 7ti J C 

gibt daher nach Kap. 5, § 4 die Windungszahl der Linie L an. Also 
können wir den Inhalt der Gleichung (2') auch so aussprechen: 

Der Punkt z beschreibe die Randlinien L, L^, L^, . . . der Fläche F 
und zwar die äußere Randlinie L in positivem, die inneren Randlinien 
in negativem Sinne, Dann wird der Punkt f = f{z) gewisse geschlos- 
sene Linien L, L^, Lg,... durchlaufen. Die Summe der Windungs- 
zahlen der letzteren Linien gibt dann die Anzahl der NullsteUen, ver- 
mindert um die Anzahl der Unendlichkeitsstellen, welche f{z) innerhalb 
der Fläche F besitzt. 

Zwei Funktionen f(z) und (p(z) seien auf der Fläche F regulär. 
Längs des Randes von F sei beständig \<p{z)\ <\f{z)\ . Da 1 9? (^) ] ^0 
ist, so kann f{z) auf dem Rande von F nicht verschwinden. Ebenso- 
wenig kann f[z) + (f {z) in einem Punkte des Randes von F Null sein, 
weil \fiz) + <p{z)\^\f{z)\ - [(p{z)\ > ist. 

Setzen wir nun 

(3) m+^=,+u-^y.iz), 

SO ist nach Voraussetzung « = ^^ längs des Randes von F beständig 

absolut genommen kleiner als 1, und es ist daher auch das Maximum 
von I u I längs des Randes von F eine positive Zahl ß < 1 . Der 
Punkt y)(z) = 1 -\- u fällt also niemals außerhalb des Kreises mit dem 
Mittelpunkt 1 und dem Radius ^, welcher Kreis den Nullpunkt aus- 
schließt. 



Nun folgt aus (3) 
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iolglich 

F+ F+ F+ 

Das letzte Integral ist aber Null, weil der Punkt tp{z)y während z 
eine Randlinie von F durchläuft, eine den Nullpunkt ausschließende 
Kurve beschreibt, deren Windungszahl also Null ist 

Die vorstehende Gleichung lehrt also, daß die Funktion f{z) + <p{z) 
genau dieselbe Anzahl von Nullstellen auf der Fläche F besitzt, wie 
die Funktion f. Also: 

Sind die Funktionen f und <p auf der Fläche F regulär und ist 
längs des Randes von F beständig \<p\<\f\y so besitzt die Funktion 
/" + ^ genau so viele Nullstellen innerhalb F wie die Funktion f. 

Diesen Satz verallgemeinert man leicht auf den Fall, in welchem 
f und <p in der Fläche F eine endliche Zahl von Polen besitzen. Es 
tritt dann in dem Ausspruch des Satzes an die Stelle der Anzahl der 
Nullstellen nur die Differenz zwischen dieser Anzahl und der Anzahl 
der Unendlichkeitsstellen. 

Als Anwendung des vorstehenden Satzes wollen wir beweisen, 
daß eine auf der Fläche F reguläre Funktion f(z), die auf der Fläche 
nirgends verschwindet, die folgende Eigenschaft besitzt: 

Sowohl das Maximum wie das Minimum des absoluten Betrages 
von f{z) findet sich auf dem Rande der Fläche F. 

Angenommen, das Minimum von \f{z)\ fände sich nicht auf 
dem Rande von F. Dann wäre längs des Randes 

l/^WI<|rW|. 

derjenige Punkt innerhalb F ist,- für welchen das Minimum von 



wo z 







I f{z) stattfindet. Folglich würden f{z) und f{z) — f{z^ innerhalb F 
dieselbe Zahl von Nullstellen haben. Diese Zahl ist aber für f{z) 
und mindestens 1 für f{z) — f(z^y da letztere Funktion die Nullstelle 
z = Zq hat. Die Annahme, von der wir ausgingen, führt also zu 
einem Widerspruch. 

Fände sich auf dem Rande von F nicht das Maximum von | f[z) |, 
so wäre für einen geeignet gewählten Punkt Zq im Innern von F die 
Ungleichung | f[z) j < | f{z^ | längs des Randes erfüllt. Also hätte 
f[z^ — f{^) dieselbe Zahl von Nullstellen innerhalb F wie f{z^y was 
wiederum widersinnig ist. 

Die Gleichung (2') ist nur ein spezieller Fall der folgenden: 
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in welcher l eine nichtnegative ganze Zahl bedeutet und die Summen 
über die Null- bzw. Unendlichkeitsstellen von f{z) im Innern von F 
auszudehnen sind. Dabei ist jede Stelle so oft zu berücksichtigen, 
wie ihre Multiplizität angibt. 

6. Kapitel. 

Die meromorphen Punktionen. 
§ !• Begriff der meromorphen Funktion. 

Unter einer meromorphen Funktion verstehen wir eine eindeutige 
Funktion, die im Endlichen keinen wesentlich singulären Punkt besitzt. 

Zu diesen Funktionen gehören die ganzsn Funktionen, welche 
im Endlichen überhaupt keinen singulären Punkt haben; ferner die 
rationalen Funktionen, welche nur Pole und zwar in endlicher Anzahl 
besitzen können. 

Das charakteristische Merkmal einer meromorphen Funktion ist 
dieses : 

Bedeutet a einen beliebigen Punkt im Endlichen, so ist für eine 
passend gewählte Umgebung von a entweder 

(1) f{z) = Cq + c^{z - a) + c^{z — ay + . . . , 
wenn nämlich a ein regulärer Punkt ist, oder aber 

(2) f{z) == -\ (c„ + f , (z - a) + c, (z - a)« + . . .) , 

wenn nämlich a ein Pol r^^ Ordnung ist. Es ist in (2) c^ + . Schließen 
wir den Fall, v/o f(z) identisch Null ist, aus, so wird in (l) ein erster 
Koeffizient in der Reihe Cq , l\, fg , . . . vorhanden sein, der nicht Null 
ist. Die beiden Fälle (l) und (2) können daher so zusammengefaßt 
werden: 

Eine Funktion f{z)y die nicht identisch Null ist, ist dann und 
nur dann meromorph, wenn für jede endliche Stdle a eine Darstellung 
der Gestalt 

(3) f{z) = {z-af{c^ + c^{z-a) + c^{z-df + ...) (c, + 0) 

gilt, unter k eine {positive, verschwindende oder negative) ganze Zahl 
verstanden. Die Zahl k möge Ordnung der Stelle a für f{z) heißen. 

Hieraus folgen nun nachstehende Sätze: 

1. Jede Konstante ist eine meromorphe Funktion, 

2. Summe und Differenz zweier meromorpher Funktionen sind 
wieder meromorphe Funktionen, 

3. Produkt und Quotient zweier meromorpher Funktionen sind 
wieder meromorphe Funktionen, 
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Zusammenfassend können wir sagen: 

4. Eine rationale Funktion von msromorphen Funktionen 

mit konstanten Koeffizienten ist wieder eine meromorphe Funktion. 

Z. B. ist der Quotient zweier ganzer Funktionen eine meromorphe 
Funktion. Dasin;?, cos ;? ganze Funktionen sind, sind also tgz= , 

cot z = ". — meromorphe Funktionen. Überhaupt gehören die meisten 

in der Analysis auftretenden eindeutigen Funktionen zu den mero- 
morphen. 

Deshalb ist es gerechtfertigt, diese Funktionen näher zu unter- 
suchen. Ehe wir dazu übergehen, wollen wir einige Betrachtungen 
über unendliche Reihen anstellen. 

§ 2. Reguläre Konvergenz. 

Wir betrachten die Reihe 

(1) fii') +('>{')+■■■+ fni^) +■■ ■ (n 

deren Glieder f^ (z), f^{z), ... für ein endliches Gebiet G der Ebene 
gegebene Funktionen sind. Ferner sei für jedes z im Gebiete G (Fig. 50) 

WO €j , 6j , . . . , €„,... positive Konstante sind, deren Summe 

(3) ß^ -f Cg -f «3 + . . . + e,, + . . . {e) 

konvergiert. Wir sagen dann: die Reihe (l) sei regulär 
konvergent. Die Beziehung der beiden Reihen bezeichnen 
wir wie früher auf S. 21 durch (F)^(fi). 

Eine regulär konvergente Reihe konvergiert abso- 
lut und gleichmäßig im Gebiete G. Es ist nämlich 

I fn + X (^) + • • • I ^ ^ = «n + 1 + «n + 9 + ' ' ' Fig. 50. 

und also für jedes z in G kleiner als eine fest vorge- 
schriebene Zahl <J > , wenn n groß genug geworden ist. 

Ist das Gebiet G eine Domäne, in der /"^ (z) , f^{z), ... regulär 
sind, so ist nach dem Weierstraßschen Summensatz die Summe F{z) 
der Reihe (l) ebenfalls in G eine reguläre Funktion. Wenn wir 
für das Gebiet G einen Kreis mit dem Mittelpunkt a annehmen 
können, so sagen wir kurz, die Reihe (l) konvergiere regulär „in der 
Umgebung der Stelle a". Falls die Reihe 

im Gebiete G regulär konvergiert, so sagen wir, der A*® Rest der 
Reihe (l) konvergiere regulär. 
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Wenn dieser Fall eintritt, können wir in der Domäne D die 
Summe F (z) der Reihe (l) in die Form 

setzen, wo <P (z) eine in der Domäne D reguläre Funktion ist, voraus- 
gesetzt, daß /j + jW, /*k+a(^)>--- regulär in D sind. 
Es gilt der Satz: 

Sind f^ {z) , f*i{z), . , , regulär in einer Umgebung der Stelle a und 
ist für diese Umgebung 

AW + /9W + --- + 4W + --- 

regulär konvergent, so konvergiert auch die Reihe 

/■i'W + A'W + --- + CW + --- 

regulär für die Umgebung von a. 

Gelten nämlich die Ungleichungen 

für alle Punkte eines Kreises vom Radius q und dem Mittelpunkt a, 
so ist dem Satz von Kap. 2, § 9 zufolge für alle Punkte des Kreises 



2 2 2 

und aus der Konvergenz von 

^1 i ^-3 ~r • • • 
folgt die von 

-^ + -^ + ... . 

2 2 

Die meromorphen Funktionen mit einer endlichen 

Anzahl von Polen. 

Ist f{z) eine meromorphe Funktion, die keinen Pol im Endlichen 
besitzt, so ist sie eine ganze Funktion. Sind nur endlich viele Pole 
vorhanden, so seien diese 



und 



1 ' 2 ' • • • » Wj 



die zugehörigen meromorphen Teile. Dann ist 
WO G{z) eine ganze Funktion bedeutet. 
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§ 4. Die meromorphen Funktionen mit unendlich vielen 

Polen. 

Hat eine meromorphe Funktion unendlich viele Pole, so können 
dieselben nur die eine Häufungsstelle cx) haben. Denn jede Häu- 
fungsstelle von Polen ist eine wesentlich singulare Stelle, und wir 
haben ausdrücklich vorausgesetzt, daß f{z) nur die wesentlich singu- 
lare Stelle oo hat. Da hiernach in jedem Kreise mit dem Mittel- 
punkt Null nur endlich viele Pole von f(z) liegen können, so lassen 
sich die Pole nach wachsenden absoluten Beträgen anordnen. Die Pole 
bilden dann also eine Reihe 

von der Beschaffenheit, daß 

! ao 1 ^ ! a, I ^ [ «2 [ < >3 i ^ I rt, I ^ . . . 
und 

lim a^ = oo 

n — co 

ist. Wir bezeichnen die zugehörigen meromorphen Teile von 
f{z) mit 

Ist die Stelle z = ein Pol von f(z) , so ist notwendig a^ = . Also 
jedenfalls sind a^ , a^, «s » • • • ^'^^ Null verschieden. 

Es sei Cj ein Kreis mit dem Mittelpunkt 0, dessen Radius 
kleiner als | a^ \ sei. Die Punkte a^^, a^, a^, ... liegen sämtlich 
außerhalb des Kreises C^ . Jetzt sei C, ein Kreis 
mit dem Mittelpunkt 0, dessen Radius größer als 
der Radius von Cj , aber kleiner als | a, | sei. 
Die Punkte a^, «g,.-. liegen sämtlich außerhalb 
des Kreises Cg. Nun sei wieder C^ ein Kreis 
mit dem Mittelpunkt Null, dessen Radius größer 
als der Radius von C^, aber kleiner als | a^ ] ist 
(Fig. 51). So fortfahrend erhalten wir eine Reihe ^^S- 51. 

von Kreisen Cj , Cg , Cg , ... mit dem gemein- 
samen Mittelpunkt und beständig wachsenden Radien Diese 

Kreise sind so beschaffen, daß der Pol a^ von F^(z) = g^i- — ^-j 

außerhalb des Kreises C liegt. Da der Radius des Kreises C be- 
liebig dicht unter | a^ j angenommen werden darf, so können wir 
voraussetzen, daß der Radius von C mit n ins Unendliche wächst. 

n 
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§ 5. Der Mittag-Lefflersche Satz. 

Es sei eine Reihe von meromorphen Funktionen 

-P'oW» -^i(^)' -^sW> ••- ^ni^)y"' 
gegeben. 

Die Kreise 

C C C C 

mögen den Mittelpunkt haben, ihre Radien 

1 * 2 * 8 ' * * * » ''n ' ' * ' 

mögen beständig und zwar ins Unendliche anwachsen. 

Es werde vorausgesetzt, daß die singulären Stellen von F [z) 
sämtlich außerhalb des Kreises C^ liegen. 

Auf der durch den Kreis C„ vorgestellten Fläche ist F^(z) regulär 
und also 

(0 -P*„W= ^o + ^i^ + ^a^^ + ---, für i^l^r„. 

Dabei konvergiert diese Potenzreihe gleichmäßig für alle diese 
Werte von z . Ist also e^ eine beliebig vorgeschriebene positive Zahl, 
so kann man den Index N so wählen, daß die ganze Funktion 

(2) Ä„ W = c^^c^z + c^y-^... -\- c^z^ 

der Bedingung 

<3) \F^{z)-Kiz)\<s„ 

genügt, sobald \z[/^r^ ist. 

Nun mögen fj , f^ , e^, . . , positive Zahlen sein, die so ange- 
nommen sind, daß 

y±) e^ "T ^2 I ^8 ~r • • • 

konvergiert. Dann können wir zeigen, daß 

(5) F (z) = F, {z) ^ {F, {z) - K {£)) ^ {F, (r) - h, {z}} ^ . . . 

in jedem endlichen Gebiete der Ebene einen regulär konvergierenden 
Rest besitzt. 

In der Tat sei G ein solches Gebiet und C^ der erste Kreis der 
Reihe Cj , C^ , C^, . . . , welcher G ganz in seinem Innern enthält. 
Betrachten wir dann 

(6) ^{z) --. {F^(z) - h^{z)} + {F,+, [z) - Ä, + , {z)) + ..., 

so konvergiert diese Reihe in G regulär, weil dieselbe nach (3) eine 
Minorante der Reihe 

^k 1"^ ^jic + 1 ~r • • • 



§ 5. Der Mittag-Lefflersche Satz. 
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ist. Nehmen wir für G einen Kreis K mit dem Mittelpunkt a, so ist 
^{z) regulär innerhalb K (Fig. 52). 

Da nun 

Fiz) = F^{z) + {F,(z)-h,{z)} + ...-i-{F,_,(z)-k,_,iz)}+0(z) 

ist, so leuchtet ein, daß F [z) sich in der Umgebung von z = a eben- 
falls regulär verhält, wenn der Punkt z = a für keine der Funktionen 
Fq{z), P^iz), ..., Fj^_^{z) ein Pol ist. Im andern Falle kann z = a 
für F (z) nur ein Pol sein, und zwar ist der zugehörige 
meromorphe Teil von F (z) dann gleich der Summe 
der meromorphen Teile derjenigen Funktionen Fq{z), 
jF, (z) , jFj (2) , . . . , welche z = a zum Pol haben. Da 
der Kreis K beliebig groß angenommen werden kann, 
so leuchtet ein, daß die Reihe F (z) in jedem beliebig 
großen, aber ganz im Endlichen liegenden Bereiche 
der komplexen Zahlenebene, nach Abtrennung einer 
endlichen Zahl von Anfangsgliedern, absolut und 
gleichmäßig konvergiert. 

Wir wollen nun den folgenden speziellen Fall des 
eben bewiesenen Satzes besonders hervorheben: 




Fig. 52. 



Es sei gegeben eine nach wachsenden absoluten Beträgen geordnete 
Reihe von Zahlen 



«o> ^1 



Äg , A3 . 



mit der Häufungsstelle lim «^ = 00 . Jeder Zahl a^ sei zugeordnet 
eine ganze rationale Funktion von 



z — a. 



F U) ^ g (-^) . 

Dann lassen sich die ganzsn rationalen Funktionen h^ (z) , ä^ (2) , . . . 
so besHmmsn, daß 

^(^) = ^0 (t^) + {s^-h-) - K i^)} + {S. irl--) - h,(z)} 

-•••+H--J-*nW}+-- 

in einem beliebig angenommenen ganz im Endlichen liegenden Bereich 
nach Abtrennung einer endlichen Zahl von Anfangsgliedem regulär 
konvergiert. 

Die Funktion h^{z) besteht aus geeignet gewählten Anfangs- 
gliedern der Entwicklung von g^ f j nach aufsteigenden Potenzen 

von z . 

Der vorstehende Satz wird der Mittag-Lefflersche Satz genannt. 
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§ 6. Allgemeiner Ausdruck einer meromorphen Funktion 

mit unendlich vielen Polen. 

Es sei nun f(2) eine meromorphe Funktion mit den Polen 

die wir nach steigenden absoluten Beträgen angeordnet denken. Die 
zugehörigen meromorphen Teile von f(z) seien 

So [jzräj ' ^1 \i^äj * ^9 [jzi-^J ' • • • ' Sh \jzr;rj ' '' ' 

Nach dem MtUag-Lefflerschen Satze können wir jetzt 

^ (-) = ^0 {-rii) + j k c-y - *- W] 

bilden. Die Funktion F(z) ist dann eine meromorphe Funktion, 
welche dieselben meromorphen Teile besitzt wie f{z). 

Folglich ist f[z) — F(z) = G{z) eine ganze Funktion. Also gilt 

m = G (.) + g„ t-L-) +1 [g„ f^-) - K (^)j • 

£inß /^(^^ meromorphe Funktion läßt sich also darstellen als 
Summe einer ganzen Funktion und einer Reihe von rationalen Funk- 
tionen, von welchen jede einzelne im Endlichen nur einen der Pole 
von f{z) zum Pol hat. 

Eine solche Darstellung von f(z) nennen wir eine „Partialbruch' 
Zerlegung'' von f{z) . 

§ 7. Der Fall einfacher Pole. 

Wir wollen hier den häufig auftretenden Fall besonders disku- 
tieren, in welchem die den Punkten 

zugeordneten meromorphen Teile die Gestalt 

Cq Cj^ Cj c„ 



z — ün z — a, z — ao z —a. 



besitzen, so daß es sich also ausschließlich um einfache Pole 
handelt. Da 







^ a,*^---)' 


so ist im vorliegenden Falle 






'^) *»(^) t iy 


_ i- z^ - 
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und also 

(2) F(z) = 



QO 



z — a. 



+i; 



^+5+ä^ + - + 



Z n 



n 



'] 



zu setzen. Die Gleichung (2) läßt sich auch so schreiben: 

(2') F (r) = -^ + J (^)*- . -?-- , 



und die ganzen Zahlen Ä^ siid nun so zu wählen, daß in jedem end- 
lichen Gebiet der 2:-Ebene die vorstehende Summe nach Abtrennung 
einer endlichen Zahl von Anfangsgliedem regulär konvergiert. 

Betrachten wir nun irgendein endliches Gebiet der ;?- Ebene, so 

wird, sobald der Index n genügend groß geworden ist, — absolut 

genommen unter einer beliebig klein gewählten Zahl und folglich 

1 beliebig dicht bei 1 liegen, wo auch der Punkt z in jenem 

Gebiete angenommen werden möge. Wenn daher e eine beliebig 
klein gewählte positive Zahl bedeutet, so kann der Index y so an- 
genommen werden, daß für n ^ y 



zwischen 1 — e und 1 -\- e liegt, also 



zwischen 



(iy-.^-|.J_ und .(iY-. 



1+e' 



Folglich wird die Reihe F(z) in jedem endlichen Gebiete nach Ab- 
trennimg von endlich vielen Gliedern dann und nur dann absolut 
konvergieren, wenn 






«n 



absolut konvergiert für jeden Wert von z. Ist aber diese Bedingung 
erfüllt, so wird die Reihe F{z) in jedem endlichen Gebiete regulär 
konvergent sein. Denn hegt irgendein Gebiet vor, so sei g die obere 
Grenze des absoluten Betrages von z in diesem Gebiete. Ferner werde 
zu der positiven Zahl e < 1 der Index v wie oben bestimmt, dann 
ist in dem betrachteten Gebiete 



(3) 

eine Minorante von 

(41 






On 






*. 



1_ 
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Da letztere Reihe aus konstanten positiven Gliedern gebildet ist, 
so ist die Reihe (3) und folglich auch (2^) in dem betrachteten Ge- 
biete nach Abtrennung von endlich vielen Gliedern regulär konvergent. 

Es gilt also der Satz: 

In der Gleichung (2) bzw, (2') sind die Zahlen k^ so zu wählen, daß 

für jeden Wert von z absolut konvergiert. 

Wir fragen nun zunächst: Wann dürfen wir die Zahlen k^ samt- 
lieh gleich ein und derselben Zahl m setzen? 

Dies ist dann und nur dann erlaubt, wenn 

n 

für jedes z absolut konvergiert. Hieraus folgt: 

In der Gleichung (2) bzw. (2^) darf man die Zahlen k^ sämtlich 
gleich ein und derselben Zahl m setzenj wenn 



2 '^"' 



konvergiert. 

Wann kann ferner k^ = n genommen werden? 
Offenbar dann, wenn 

y-^z"" oder auch ^-^z^ 

**n n 

beständig konvergiert, also 



n+l 

lim ^1^ = 

n + l 

ist. Diese Bedingung ist erfüllt, wenn der obere Limes von y|c^l 
endlich ist, oder wenn 

einen nicht verschwindenden Konvergenzradius hat. 

Also insbesondere: 

Für den Fall, daß die absoluten Beträge der Zähler c^ der mero- 
morphen Teile unter einer festen positiven Grenze bleiben, darf man 



k^ = n 



setzen» 
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§ 8. Beispiele. 



Als Beispiele wollen wir die Funktionen 

3t 3t 3lCOSZ3t 3l'S\nZ^ 

betrachten. 

Aus den Definitionsgleichungen 

Jt3i .—im jM7ii_^—iu7i 

sinzjr= ^- , cos^7r= ^ 

folgt, daß die Nullstellen von sinj^Ti 

sind und die Nullstellen von cosj^ji 

1 1 3 3 

2 > 2 ' 2 ' 2 ' • ' ■ ' 

Betrachten wir nun zunächst die Funktion 

Ihre Pole sind in der Form 

z = n 

enthalten, wo n jede ganze Zahl bedeuten kann. 

Um den meromorphen Teil, welcher dem Pole n entspricht, zu 
finden, setzen wir 

jj — « z= A , also 2 = n -{- h. 
Es wird dann 

'^ ' sin(« t-A),T sinA;r Ä';i* 

h 3t n }" • • • 

3! 



oder 



m--P^-^nh)-^;-^ + ^{z-nl 



wo ^ wie immer eine gewöhnliche Potenzreihe andeutet. Der mero- 

(— 1^" 

morphe Teil ist also — ' . 
Den Polen 

entsprechen also der Reihe nach die meromorphen Teile 

1 zlL ilL JL J_ zlL zJ 

z' z-V z\V z-r z-\-r z-*6' ^ + 3' ••• • 
Es wird demnach 

p_ Ji-L = .J I . 1 _ , _!_ + A.. , 

Hurwitz-Courant, Funkttonentheorie. 8 



114 1)6. Die meromorphen Funktionen, 

konvergent, wenn wir m = 1 wählen. Daher stelU 

i'(«)-i+J{(-irL-^+i]+(-.r[;i,-i]} 



- 7 + > _(- D" i-h + y 



«=—00 



eine meromorphe Funktion mit denselben meromorphen Teilen wie 



n 



vor, und folglich ist 



(1) -A- =G{z)-\--+ z'{- 1)" [-- + -1 • 

Dabei deutet das Komma an dem Summenzeichen an, daß in der 
Summe das » = entsprechende Glied auszulassen ist. G (z) bedeutet 
eine ganze Funktion, auf deren Bestimmung wir später eingehen 
wollen. 

Bei der Funktion 

f(z) = _"- 
' ^ ^ . cos z:i 

entspricht dem Pole z = — s — ^^r meromorphe Teil 

(-1)- 



2n-r 

' 2- 

und es ist daher 

(2) -"- = 2 (- 1)" ' ' 



COSZJt ^_ ^ 

yt= — OD 



2n-l +2 



.'— 2 



„-^1 + G.W. 

2" J 



unter Gy^{z) eine gewisse ganze Funktion verstanden. 
Die Funktion 

f{z) = JlCOtZTl 

hat die Nullstellen von sinj8f;r zu Polen. Dem Pole 

z = n 
entspricht die Entwicklung 

f(n + A) = " "°^ "/" + *) = ^^.^ = 1 + ^(A) 

und folglich der meromorphe Teil 

1 

z — n' 

Also ist 

(3) „cotzn = G,iz) -f 1 +^'^' (^^- + l). 
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Die Funktion 

f{z) = TZtgZTl 

hat die Nullstellen von cos ztc zu Polen, und dem Pole 
entspricht die Entwicklung 

^ /2 n — 1 j^ , \ ;r sin ((n — I) ;r -f Ä;r) — jr COS hir ^ _L qi / A^ 

' \2 rfi)- cos ((n - i) ;i -r hi) "~ "ISji^ ' Ä "^ *W- 

Daher wird 

(4) ^tg^^=G3(^)-i(— 2^ + 2^1 

* r 2 2 j 

Die in den Partialbruchzerlegungen (l) bis (4) auftretenden ganzen 
Funktionen G{z), G^{z), G^{z)y G^{z) bleiben zu bestimmen. Ihre Be- 
stimmung verursacht gewisse Schwierigkeiten, die aber auf dem von 
Cauchy eingeschlagenen Wege zur Herstellung der Partialbruchzer- 
legungen fortfallen. Cauchys Verfahren wollen wir im folgenden Para- 
graphen auseinandersetzen. 

§ 9. Ca/uchys Methode der Partialbruchzer legung. 

Es sei /"(j?) eine meromorphe Funktion mit unendlich vielen Polen. 
Die von Null verschiedenen Pole seien a^, a^, Femer sei «^^ = 0. 

Allgemein heiße g^ f j der dem Pole a^ entsprechende mero- 
morphe Teil von f{z). Unter gA-^ j = g^ f — j verstehen wir, wenn 

a^j = ein Pol von f{z) ist, den meromorphen Teil von f{z) für diesen Pol. 
Andernfalls sei gA—] identisch Null. 

Wir betrachten nun eine einfach geschlossene rektifizierbare Kurve 
C, welche durch keinen der Pole von f(z) hindurchgeht und die Punkte 
Aq = 0, Äj, a^, ..., «^ in ihrem Innern enthält. 

Für jede natürliche Zahl m ist das Integral 
welches sich auch in die Form 



(2) . j=.^[i^m^ 



z 

setzen läßt, nach dem CawcÄyschen Residuensatze leicht auszu- 
werten. In diesem Integrale wollen wir unter z einen im Innern der 

8* 
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Kurve C beliebig fixierten Punkt verstehen, der jedoch mit keinem 
der Punkte äq, a^, a,^, ..., a^ zusammenfallen soll. Dann sind die 
Punkte 

Z, Oq = 0, flj, ^g, . .., «^ 

die Unendlichkeitspunkte der integrierten Funktion ^ im In- 
nern von C. 

Dem Punkte C = z entspricht das Residuum 

Beim Punkt f = «j^ haben wir folgende Entwicklungen : 

1 _ 1 _ _ (_J__ , Iz^. , (C-^fc)' , ) 
Der Koeffizient von ~ in der Entwicklung von 

lautet daher 



^k \z - a J • 



Bezeichnen wir den Koeffizienten von j in der Entwicklung von 

nach steigenden Potenzen von ^ — a^ mit h^{z)i so ist h^{z) eine ganze 
Funktion (w — l)^^ Grades von z, und das dem Punkte a^ ent- 
sprechende Residuum im Integrale / lautet dann 

Nach dem Residuensatze ist nun 



ft=0 

oder 



/-rt»)-i(s.c--y -».(')) 



Wir lassen nun, unter z einen festliegenden Wert verstanden, die 
Kurve C sich immer mehr und mehr ausdehnen, so daß die Anzahl 
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der in ihr Inneres fallenden Punkte a^, a^, a^, Äg, . . . über alle Grenzen 
wächst. Wenn nun hierbei der Wert des Integrales 



(5) ^ = 2;,./ 






unter alle Grenzen sinkl, so gilt für den betrachteten Wert von z die 
Gleichung 

(6) ^(^)=|Ut-Vj-**w)- 

In bezug auf die ganzen Funktionen {m — if^^ Grades h^{z) ist 
noch folgendes zu bemerken. Man hat 



{~)->^<.')-~T^] 



wobei das Integral im positiven Sinne um den Punkt a^ zu erstrecken 
ist. Wenn nun k > 0, also a^^ von Null verschieden ist, so dürfen 
wir in vorstehender Gleichung den Punkt z auf eine beliebig klein 
gewählte Umgebung der Stelle ^ = einschränken. Da die Entwicklung 
der rechten Seite nach Potenzen von z mit dem Gliede z^ beginnt, 
so ist klar, daß hj^ (z) die Summe der ersten m Glieder in der Ent- 
wicklung von 

^* (^^» 

nach aufsteigenden Potenzen von z vorstellt. 
Wenn k = ist, so ist 

.m-l 



*««=-21tJ''(o[t+^+-+9^ 



dC, 



wobei das Integral positiv um den Nullpunkt genommen ist. 
Da in der Umgebung vonf=0 

ist, so wird 

*o(^) = — (^0 + ^1^ + ^\^^ + • • • + r«-i^^-^). 
Was den Wert des Integrals R angeht, so ist jedenfalls 



^1^2^ J 



C 



'-f 



Wenn nun die Kurve C sich so ausdehnt, daß ihre Punkte immer 

9 

weiter hinausrücken, so wird 1 — — immer dichter bei 1 liegen. Es 
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wird also, wenn e eine beliebig gewählte positive Größe < 1 bezeichnet, 
schließlich 






u.m+1 



sein. Hieraus folgt: 

Die Entwicklung (6) von f(z) ist sicher gültig, uni zwar für jeden 
Wert von z, falls bei unendlicher Ausdehnung der Kurve C das Integral 

f&dC 



J 



^m + l 



den Grenzwert Null annimmt. 



§ 10. Beispiele. 

Als erstes Beispiel betrachten wir 



-r 







(1) 



m 



'^C 



-tr 



rti 



Fig. 53. 



r(C) = 



■Vit 



Die Kurve C setzen wir zusammen aus 
den 4 Seiten des Quadrats 

^= ± ^» y = ± ^> 

wobei i = r + 1 sein soll, unter r eine posi- 
tive ganze Zahl verstanden (Fig. 53). Ist ; 
ein Punkt auf einer der vertikalen Seiten 
dieses Quadrats, so ist 

und folglich 



cos 71 xy 



-^y 



■Ve 



ny 



*+ 21 ^ 41 ^•■" 



(2) 



also 



Auf diesen vertikalen Seiten ist daher beständig 
Auf einer der horizontalen Seiten des Quadrats ist 



^/^v 2tjr 2i;r -f- 2t3r 

' ^^ ~ ^"^^ — e"^"^^ "~7" •« +^^ ^-•••'* r^--^^ ~ ^A^+»«*_^-«i^±«-'tJ 

Der absolute Betrag des Nenners ist mindestens gleich 
und nimmt also mit wachsendem X unbegrenzt zu. 
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Daher besteht die Ungleichung (2) auch auf den horizontalen 
Seiten des Quadrats, sobald >l = r + 1 eine gewisse Grenze über- 
schritten hat. Es ist also dann 

c c 

Längs der Seiten des Quadrats ist nun | C I ^ r + 1 . Daher gilt 

c" ^ V+2) c V+2) 

da J \dC\ den Umfang des Quadrats vorstellt. Es liegt demnach 
c 



ji 



unterhalb -r ^r-r— und verschwindet daher mit unendlich wachsendem r, 

wenn wir w = 1 nehmen. 

Die Gleichung (6) des vorigen Paragraphen ergibt nun 



n=— flo 



womit nicht nur ein neuer Beweis der Gleichung (l) in § 8 erbracht 
ist, sondern zugleich die in letzterer Gleichung auftretende ganze Funk- 
tion G{z) als identisch Null erkannt worden ist. 

Als zweites Beispiel betrachten wir 

(4) f(z) = 71 cot 71 Z = —. . 

^ ^ ' ^ ^ sin 3t z 

Die Kurve C identifizieren wir, wie beim vorigen Beispiel, mit 
dem Umfang des Quadrats x= ± l, y=^ ± X, wo A = r + | ist. 
Auf den vertikalen Seiten des Quadrats ist f = ± (r + |) + t y, also 

f(i:) = + iü!5_^ = H- i^ . ^'""'-^'' 

Dieser Bruch ändert seinen absoluten Betrag nicht, wenn y durch 
— y ersetzt wird. Für ein positives y ist aber 

positiv und kleiner als 1. Daher hat man 
auf den vertikalen Seiten des Quadrats. 
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Auf den horizontalen Seiten des Quadrats ist C= dotX + x, also 



f{C)-i7l^ ,„.^X,._-i.x^ + Xn 



e ' e^ —e — e 



Für sehr große Werte von X liegt /"(C) dicht bei qpi^. 

Folglich ist für genügend große Werte von X längs aller Seiten 
des Quadrats 

(6) \f{C)\<n + s, 

WO € eine beliebig gewählte positive Größe bedeutet. Hieraus folgi 
nun weiter, daß das Integral 



P 



-m + l 



f ür m = 1 mit unendlich wachsendem X = r -{-\ verschwindet. 
Daher gilt 

(71 ncotm = -+2' (-i- + - . 



H= — 00 



In analoger Weise erhält man 



n--QO ,^__ 



2 

(9) «tg..= - ^ /-^_. + _L_ 



n=-»,^_ 



2 



Die letzteren Gleichungen lassen sich übrigens auch leicht aus 
den Gleichungen (3) und (7) ableiten, indem man in diesen z durch 
z -\- \ ersetzt und hierauf einige einfache Umformungen vornimmt. 

Faßt man in (3) und (7) je zwei entgegengesetzten Werten von n 
entsprechende Terme zusammen, so kommt 

(10) -.-— = -- + J (- 1)" (— - + -4r) ' 

(11) jicot7tz = -+ y(----^—). 

§11. Ganze Funktionen mit vorgeschriebenen Nullstellen. 

Für viele Untersuchungen ist es wichtig, den allgemeinen Aus- 
druck einer ganzen Funktion zu kennen, die an vorgeschriebenen 
Stellen und nur an diesen verschwindet. 

Wir wollen zunächst den allgemeinen Ausdruck derjenigen ganzen 
Funktionen aufsuchen, die überhaupt nicht verschwinden. 
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Bezeichnet G(z) eine derartige Funktion, so ist 

~G(z) ~~ ^0 r ^1 ^ 1 ^9 ^ -f- • • • 
eine eranze Funktion, weil -7,-rr- keinen Pol besitzt. 
Hieraus folgt 

oder 



22 



logG(;r) = logG(0) + Co2: + c, y + . . . = H{z). 

wo H{z) wiederum eine ganze Funktion bedeutet. 

Die vorstehende Gleichung ergibt nun: 

(1) G(^) = ^«<'). 

Da umgekehrt die Funktion e^^^ eine ganze Funktion ohne Null- 
stellen ist, wenn H{z) eine beliebige ganze Funktion bedeutet, so liefert 

(1) die allgemeine Form der ganzen Funktionen, die nirgends ver- 
schwinden. 

Wir befrachten nun zweitens diejenigen ganzen Funktionen, welche 
nur an einer endlichen Zahl gegebener Stellen verschwinden, und zwar 
an jeder dieser Stellen mit einer beliebig vorgeschriebenen Multiplizität, 

Wir schreiben uns zunächst die gegebenen Stellen auf, jede 
einzelne so oft, wie die Multiplizität derselben angibt. Dadurch er- 
halten wir etwa die Reihe 

a^^y Äj j • • • > a^ . 
Offenbar ist nun 

(2) G{z) = (z^ a^)(z - a^).. .(0 - a,)^«<') 

der allgemeine Ausdruck der in Rede stehenden ganzen Funktionen. 

Wir betrachten endlich den interessantesten Fall, in welchem es 
sich um diejenigen ganzen Funktionen handelt, die eine unendliche 
Anzahl vorgeschriebener Nullstellen 

(3) Oq, a^, a^y ^8, ... 

besitzen. Zunächst sei vorausgesetzt, daß sämtliche Nullstellen ein- 
fach sein sollen und daß die Zahlen der Reihe (3) sämtlich von 
Null verschieden sind. Ist G{z) eine ganze Funktion mit den vor- 
geschriebenen Nullstellen (3), so ist 

G{z) 
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eine meromorphe Funktion, welche die Stellen (3) zu Polen besitzt, 
wobei der Stelle z = a^ der meromorphe Teil 



2-a^ 



entspricht. Daher hat man 

w |f-«,,+j(^+±+^+...+^), 

wobei H(z) eine ganze Funktion bedeutet und die Zahlen k^, k^^, k^^ ... 
so zu wählen sind, daß die Summe iFür jedes endliche Gebiet regulär 
konvergent ist 

Integriert man nun die Gleichung (4) über einen Weg, welcher 
den Nullpunkt mit dem Punkte z verbindet, so darf man, wegen der 
gleichmäßigen Konvergenz der Summe, rechts gliedweise integrieren ^) 
und erhält so: 

(5) log G (z) = H, {z) 

Hier bedeutet H^ (z) wieder eine ganze Funktion, nämlich 

yogG{0)+jH{z)dz, 



Die hier auftretenden Logarithmen sind völlig bestimmt durch 
die Wahl des den Punkt mit dem Punkte z verbindenden Inte- 
grationsweges. Da die Gleichung (4) nicht gestört wird durch eine 
beliebige Umstellung der Glieder in der unendlichen Summe auf der 
rechten Seite der Gleichung, so gilt das nämliche bei der Gleichung (5)- 
Außerdem ist klar, daß die durch gliedweise Integration einer regu- 
lär konvergierenden Reihe entstehende Reihe wiederum regulär kon- 
vergent ist. 

Die auf der rechten Seite der Gleichung (5) auftretende Summe I 
ist also wiederum regulär konvergent. 

Aus (5) folgt nun 



(6) G(z)==e^^^'^n^ 

n=0 



^) Die Tatsache, dafi man bei gleichmäßiger Konvergeüz gliedweise inte- 
grieren darf, folgt genau wie das Entsprechende im Reellen. Vgl. etwa das 
Lehrbuch von Knopp, Unendliche Reihen, (A. d. H.) 

•) Ein Produkt 



^1 ^2 ^8 • • • ^n • 



• m 



dessen Faktoren fi,Cj,... alle von Null verschieden sind, heißt konvergent, 
wenn 

(1) lim (cj Cg c, . . . O = JT 

»=» 

existiert und endlich und von Null verschieden ist. 
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Das unendliche Produkt konvergiert unbedingt, d. h. sein Wert 
ist unabhängig von der Reihenfolge der Faktoren, weil die Summe 2 
unbedingt konvergiert. Aus der gleichmäßigen Konvergenz von Z 
geht femer hervor, daß das unendliche Produkt in der Umgebung 
jeder beliebigen Stelle in eine gewöhnliche Potenzreihe entwickelbar 
ist, also eine ganze Funktion von z vorstellt. 

Es stellt also das Produkt 



(') 



j,=^j(,_i).i-T(i)v.-.Ht)*-} 



eins ganze Funktion mit den vorgeschriebenen Nullstellen vor^ und 
nach Gleichung (6) ist der allgemeine Ausdruck einer ganzen Funktion 
mit denselben Nullstellen der folgende: 

(8) G(^)==^"W.77, 

wobei Hiz) eine beliebige ganze Funktion bezeichnet. 

Diese Resultate bleiben auch für den Fall gültig, daß die vor- 
geschriebenen Nullstellen beliebig gegebene Multiplizitäten besitzen 
sollen. Es tritt an die Stelle des Produktes 77 dann ein formal ganz 
gleich gebildetes Produkt; nur kommen unter den Zahlen a^, a^, a^, 
«3, ... einander gleiche vor; jede der Nullstellen tritt dann nämlich 
so oft unter jenen Zahlen auf, als ihre Multiplizität angibt. Soll 

II heifit der Wert des Produktes : 

(2) iT =- Cj C, Cj . . . C« , . . = n{Cn) . 

1 

Da sich aus (1) leicht folgern läßt, dafi 
(10 log TT --= lim { log Ci + log Cj -f- . . . -f log c« } 

st, wo die LoT-arithn en rechts passend bestimmt sind, und umgekehrt aus 
(!') wieder (1) folgt, so ergibt sich: 

Dh notwendige und hinreichende Bedingung für die Konvergenz von 

n(cn) 

1 
ist die. daß die Reihe 

(3) S = log Tj + log Ca + . . . -f log c„ + . . . 

bei geeigneter Bestimmung der Logarithmen konvergiert. Ks ist dann 

(4) n = e^. 

Man kann bemerken, dafi die Logarithmen in der Reihe (3), wenn sie 
konvergiert, notwendig von einer gewissen Stelle ab die Hauptwerte der 
Logarithmen sind; denn es muß, log f„ = log j c„ | -j- * 9t'ii gesetzt, lim 99,, = 
sein, also schließlich sicher 93,, wischen — jc und -j- « liegen. 

Ein unendliches Produkt, in welchem einige Glieder Null sind, heifit 
konvergent, wenn das Produkt der von Null verschiedenen Glieder konvergiert. 

y,Ein konvergentes unendliches Produkt wird dann und nur dann Null, wenn 
ein Faktor des Produktes Null ist/^ 
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endlich z = eine A-fache Nullstelle der zu bildenden ganzen Funk- 
tion sein, so hat man beim Produkte 77 noch den Faktor z* zuzusetzen. 

Als Beispiel betrachten wir diejenigen ganzen Funktionen, welche 
die Nullstellen 

0, +1, -1, +2, -2,... 
besitzen. Eine dieser Funktionen wird durch das Produkt 



fl'{(' -:-)'■} 



Z 

vorgestellt, wobei n alle ganzen Zahlen mit Ausschluß der Null durch- 
läuft. Der allgemeine Ausdruck dieser Funktionen ist also: 

(9) ««'"-^TZ"!!!-^)«"}- 

Insbesondere wird bei geeigneter Wahl der ganzen Funktion H{z): 



sin7r2 = «»'"2j7'j(l- 



i)^}- 



Um H (z) zu bestimmen, nehmen wir die logarithmische Ableitung 
der beiden Seiten vorstehender Gleichung, wodurch 

.. COS^_. _ ^, (^) ^ 1 _^ ^, ( 1 _ ^ l\ 

entsteht. Folglich ist H'(z) = und daher H{z), sowie e^ '^ eine 

Konstante. Diese Konstante hat den Wert n . weil für z — 

den Wert ji erhält. Also ist: 

(10) sm7iz = 7iz]J'{{l — ^)e^\. 

Faßt man die entgegengesetzt gleichen Werten von n entsprechenden 
Faktoren in dem Produkte zusammen, so kommt: 

(lOO smjiz = 7iz]j(l'- ^^, 

«=1 ^ ^ ^ 

§ 12. Darstellung der meromorphen Funktionen durch 

ganze Funktionen. 

Es sei f(z) eine beliebige meromorphe Funktion. Ihre Null- 
stellen können im Endlichen keine Häufungsstelle besitzen, lassen 
sich also in eine Reihe nach wachsenden absoluten Beträgen anordnen. 
Die Nullstellen seien 

(1) «(), «j, «3, ..., 
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wobei jede Nullstelle so oft in diese Reihe (l) aufgenommen werde, 
als ihre Multiplizität angibt. Entsprechend sei 

(2) «0» **!' ^3' •••' 

die Reihe der Pole oder Unendlichkeitsstellen von f{z). 

Wir bilden nun zwei ganze Funktionen 

Gj [z) und G {z) , 

von denen die erste die Nullstellen (1), die zweite die Unendlichkeits- 
stellen (2) von f{z) zu ihren Nullstellen besitzt. 

Die Funktion 

hat dann keine Null- und keine Unendlichkeitsstelle und ist folglich 
eine ganze Funktion der Gestalt e^^'\ wo g{z) eine ganze Funktion 
bezeichnet. 

Aus 

folgt 

' v^^ G {z) ' 

Es ist aber 

eei') G, {z) = H (z) 

eine ganze Funktion, welche wie G^ (z) die Nullstellen von f(z) zu 
Nullstellen hat. Daher besteht der Satz: 

Eine jede msromorphe Funktion f{z) läßt sich als Quotient zweier 
ganzer Funktionen darstellen : 

derart^ daß der Zähler H (z) ausschließlich die Nullstellen^ der Nenner 
G(z) ausschließlich die Unendlichkeitsstellen von f(z) zu Nullstellen 
besitzt. 

7. Kapitel. 

Die Umkehr ung der analytischen Funktionen. 
§ !• Umkehrung der Potenzreihen. 

Setzen wir 

(1) w = c^z-i-c^z^ + ... = ^{z), 

so entspricht jedem Werte von z, der im Innern des Konvergenz- 
kreises der Potenzreihe ^ (z) liegt, ein bestimmter endlicher Wert uf . 
Die Werte z repräsentieren wir geometrisch in einer Ebene, die 
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Werte w in einer zweiten Ebene. Vermöge (l) wird dann also jedem 
Punkten der z- Ebene, der im Innern des Konvergenzkreises von $(2) 
liegt, ein bestimmter Punkt w in der w- Ebene zugeordnet. Insbesondere 
entspricht dem Punkte z = der Punkt w = . 

Wir wollen nun annehmen, der Koeffizient c^^ sei nicht Null. 
Dann können wir zunächst folgenden Satz beweisen: 

Es sei C ein um den Nullpunkt der z-Ehene beschriebener Kreis, 
so gewählt^ daß $ (z) für die Punkte im Innern und auf der Peripherie 
von C konvergiert und daß ^ (z) für alle diese Punkte, abgesehen vom 
Punkte z=^0, einen von Null verschiedenen Wert besitzt. Dann läßt sich 
um den Nullpunkt der w-Ebene der Kreis K so beschreiben, daß 
jedem Punkte w im Innern von K (Fig. 64) ein einziger Punkt z im 
Innern von C entspricht, für welchen $ (z) = » ist. Der betreffende 
Wert z läßt sich als eine eindeutige Funktion von w innerhalb des 
Kreises K ansehen. Diese Funktion ist eine analytische Funktion 
von w, d, h, z ist als eine gewöhnliche Potenzreihe von w darstellbar. 

Wenn z die Peripherie des Kreises C durchläuft, 
so wird der absolute Betrag | $ (-?) | ein Minimum M 
besitzen, welches von Null verschieden ist. Unter K 
verstehen wir nun einen Kreis mit dem Mittelpunkt 
w = 0, dessen Radius q <, M ist. Es ist dann für 
jeden Punkt ^; auf der Peripherie von C 

Sei w irgendein Punkt, der im Innern des Kreises K 
fixiert ist. Dann wird für jeden Punkt ^ der Kreis- 
Fig. 54. Peripherie C 

sein. Setzen wir also 

(2) $(0-te» = ^(C)(l-«), 

so wird der absolute Betrag von 

(3) « = ^(;) 

längs der Kreisperipherie C beständig kleiner als 1 sein. 
Nun folgt aus (2) 

('^) iril^ '°s (? (0 - »-) = —^d log % (0 4- gi. J d log (1 - u), 

c+ c+ c+ 

und das letzte Integral ist Null, weil der Punkt 1 — w , während f 
die Peripherie C beschreibt, eine Kurve durchläuft, die ganz im Innern 
des Kreises mit dem Mittelpunkt 1 und dem Radius 1 liegt und folg- 
lich die Windungszahl besitzt. 

Im Innern von C hat also "^{z) — w dieselbe Anzahl von Null- 
stellen wie ^ (z) , d. h. eine einzige Nullstelle. 
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Hiermit ist der erste Teil unseres Satzes bewiesen. 

Um den zweiten Teil zu beweisen, betrachten wir das Integral 



(5) 






c+ 



unter f(z) eine auf der Kreisfläche C reguläre Funktion verstanden. 
(Das Integral / geht in das Integral (4) über, wenn wir speziell /"(C) 
konstant =s 1 nehmen.) 

Nach dem Residuensatze ist 

J = fiz). 
wo z die eine im Innern von C befindliche Lösung der Gleichung 



^(z) =w bedeutet. Andererseits haben wir, da 
längs der Peripherie von C: 



w 



?(o 



< 1 ist. 



«o-l§!— V-«ol/§(i.+ 



*(f) i_ w 



*(f)V •' *(f) ' *(0 



1^ CD /^\a I • • • y • 



Daher ist 

(6) 
wobei 

(7) 



*(C) 






c+ 



[?(t)r 



gesetzt ist. Da $ (2:) im Innern von C nur für z == verschwindet , 
so ist 



*-=^[«'*-i?5l^J- 



d. i. 

(8) 



x=0 



K = 






n+l 



1 



wo das rechts stehende Symbol den Koeffizienten von — in der Ent- 

Wicklung der eingeklammerten Funktion nach aufsteigenden Potenzen 
von z bezeichnet. 

Der Koeffizient k^ läßt sich noch in anderer Weise schreiben. 

Da $(-?) für z = von der ersten Ordnung Null wird, so 
läßt sich 

in eine gewöhnliche Potenzreihe nach aufsteigenden Potenzen von z 
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entwickeln. Der Koeffizient von ^r" in dieser Potenzreihe ist dann 
offenbar identisch mit A^. Also gilt 

(9) *«=^^:{^(^)-*'w[i^]"lo' 



d" 



wo D, für —- steht. Wenn « > ist, kann k noch einfacher dar- 
gestellt werden. Nach (7) ist 

c+ 
wie durch partielle Integration ersichtlich wird*). Folglich gilt 

Der Koeffizient Ä^j ergibt sich aus (9) gleich f(0). 

Fassen wir zusammen, so können wir sagen: 

Ist f{z) auf der Kreisfläche C regulär, bezeichnet w einen Punkt 
im Innern des Kreises K und z den ihm vermöge 

w = ^{z) 
entsprechenden Punkt im Innern von C, so ist 
(11) f{z) = /-(O) + k^w + k^w'' + ... + k^ur + ,.., 

wobei k^ durch die Gleichung 

(12) K-h^r^lfM^l^V-o 

bestimmt wird. 

Durch (11) ist die Funktion f(z) nach Potenzen von ^(z) ent- 
wickelt. Die Reihe (11) mit der Koeffizientenbestimmung (12) wird 
als Bürmann-Lagrangesche Reihe bezeichnet. 

Wählen wir f(z) = z , so zeigt die Gleichung (1 1) , daß z durch 
eine gewöhnhche Potenzreihe von w darstellbar, also z eine reguläre 
analytische Funktion von w innerhalb des Kreises K ist. 

Als Beispiel nehmen wir die Funktion 

w ^z{l — z). 
Es wird 

*n = -l, d:- {(t^-Lo = i (« - 1)' (- !)"-<- 1) = 

_ 1 « (« - 1) ... (n -i w - 2) _ 1_ /2 « - 2\ 



^) Die formalen Regeln der Integralrechnung gelten im Komplexen genau 
so wie im Reellen. (A. d. H.) 
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also 

.=lie::!).-=Jif::?)(^(.-.)>". 

Dies kann man auch direkt aus 

bestätigen. 

Wenn c^ = ist, so sei c^ der erste Koeffizient in der Potenz- 
reihe ^{z), welcher von verschieden ist. Die Gleichung (l) hat 
dann die Form 

(13) w = $(«) = c,2*.(l + ?j(r)), 

WO ^i{z) eine mit z verschwindende Potenzreihe bedeutet. 

Aus (13) folgt dann, wenn z auf das Innere eines Kreises be- 
schränkt wird, in welchem | $j (z) | < 1 ist, 

odef 

(14) w' = w* =-2:(c/+C3'z + ...). 

wo nun c/ = Vcj. von Null verschieden ist. Umgekehrt: wenn einer 

der i- Werte von u/ = w^ die Gleichung (14) befriedigt, so besteht 
auch die Gleichung (13). Für die betrachteten Werte von z kann 
also die Gleichung (13) durch die Gleichung (14) ersetzt werden. 

Wenden wir nun den oben bewiesenen Satz auf die Gleichung (14) 
an, so ergibt sich: 

Um die Nullpunkte der z- und der w'- Ebene kann man zwei 
Kreise C und K' so beschreiben, daß jedem Punkt u/ im Innern 
von K' ein einziger Punkt z im Innern von C entspricht, welcher der 
Gleichung (14) genügt. Wenn nun w' alle Lagen im Innern von K' 
annimmt, so nimmt 

w = w'^ 

alle Lagen im Innern eines Kreises K an, der in der w-Ebene um 
den Nullpunkt als Mittelpunkt beschrieben ist. Und zwar entsprechen 
jeder Lage von w im Innern von K genau k Lagen 

w' = w^ , w' ^= e ^ w^ y w' =^ e * te'*, .,,, w' = e * tc* 
von uf im Innern von K'. 

Hurwitt-Courant, Fuoktionentheorie. 9 
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Also folgt: 

Um die Nullpunkte der z- und der w-Ebene kann man zwei 
Kreise C und K so beschreiben, daß jedem Punkte w im Innern von K 
genau k Punkte z im Innern von C entsprechen, für welche die Glei- 
chung (13) erfüllt ist. 

Man beachte, daß aus unserer Untersuchung noch hervorgeht 
daß man den Radius des Kreises C kleiner als eine beliebig klein 
vorgeschriebene Größe annehmeti kann. Gleiches gilt offenbar auch 
vom Kreise K. 

Die nach vorigem Satze dem einzelnen w entsprechenden k Werte 

von z sind nach Gleichung (14) analytisch darstellbar durch eine nach 

i_ 

Potenzen von w^ fortschreitende Potenzreihe 



= $ U* 



(15) z = ^ 

Gibt man hier dem w * der Reihe nach seine k (durch k^^ Ein- 
heitswurzeln als Faktoren voneinander verschiedenen) Werte, so erhall 
man aus (15) die k dem w entsprechenden Werte von z. 

Die bewiesenen Sätze lassen sich leicht folgendermaßen verall- 
gemeinern. 

Es sei 9? (z) regulär an der Stelle z = a und 

<p{a)=-b, 

so daß die Entwicklung von (p (z) in der Umgebung von z = a die 
Gestalt 

(16) (p{z) = b + c, {z - a) -f C.3 (z - a)« + . . . 
besitzt. 

Durch die Gleichung 

(17) w — b^- Cj (^ — rt) + Co (2 — rt)- - f- . . . 

= ^'(a){z ~ a)+<^f-{z - af + ... 

wird dann jedem Werte von z, der einer genügend kleinen Umgebung 
der Stelle a angehört, ein bestimmter Wert w zugeordnet. Schreibt 
man zur Abkürzung W iyir w — b und Z für z — a, so erhält (17) 
die Form 

W = c^Z + c^Z'' + ... 

und man kann nun die oben bewiesenen Sätze anwenden. Dadurch 
gelangt man zu folgendem Satze: 
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Ist der Punkt a ein Punkt regulären Verhultens der Funktion 
ff (z) und 

(p{a)=-b, 

so entspricht vetmöge der Gleichung 

('18) w--^q){z) 

jedem Punkte z einer gewissen Umgehung des Punktes a der z- Ebene 
ein bestimmter Punkt w in der w-Ebene. Man kann nun um a den 
Kreis C, der ganz in jener Umgebung liegt, und um den Punkt b in 
der w- Ebene den Kreis K so konstruieren, daß vermöge der Gleichung (18) 
jedem Punkte w im Innern von K genau k Punkte z im Innern 
von C entsprechen. Die Zahl k ist 1, wenn q/ (a) von Null verschieden 
ist; allgemein ist k der Index der ersten Ableitung in der Reihe cp' {a)y 
cf" {a)y . . . , welche nicht verschwindet. Die einem innerhalb K liegen- 
den Punkte w entsprechenden k Werte von z sind analytisch durch eine 
Gleichung der Gestalt 

2: — a --- $ \{w — 6) *") 

darstellbar, deren rechte Seite eine gewöhnliche Potenzreihe von (w—b)^ 

JL 
vorstellt mit einem Anfangsglied der Gestalt c{w — b)^, wo c eine nicht 

verschwindende Konstante bezeichnet. 

Endlich ist noch zu bemerken, daß die Kreise C und K so gewählt 
werden können, daß ihre Radien kleiner sind als eine beliebig vor- 
geschriebene positive Zahl, 



Zweiter Abschnitt. 

Elliptische Funktionen. 

1. Kapitel. 

Die doppeltperiodischen meromorphen Punktionen. 

Eine eindeutige Funktion f{u) der komplexen Variablen u heißt 
gemäß Abschn. I, Kap. 6 yyfneromorpk', wenn sie im Endlichen keinen 
wesentlich singulären Punkt hat, sb daß jeder im Endlichen liegende 
Punkt a entweder ein Punkt regulären Verhaltens oder ein . Pol der 
Funktion ist. 

Diese Funktionen f{u) sind also dadurch charakterisiert, daß für 
die Umgebung jedes Punktes a, wo a einen endlichen Wert bedeutet, 
eine Entwicklung der Gestalt 



besteht, unter m eine ganze Zahl verstanden, die positiv. Null oder 
negativ sein kann. Den Ausgangspunkt, welchen wir zur Begründung 
der Theorie der elliptischen Funktionen wählen, soll nun die Be- 
trachtung derjenigen meromorphen Funktionen bilden, welche periodisdi^ 
sind. Derartigen Funktionen begegnen wir schon unter den elemen- 
taren Funktionen. So besitzt die Exponentialfunktion e^, der Gleichung 
e**+^"* = e^ zufolge, die Periode 2 jrt, die Funktionen sin« und cos« 
die Periode 2ji und Xgu die Periode ji. Es ist auch leicht, aus diesen 
Funktionen solche meromorphe Funktionen zu bilden, die eine beliebig 
vorgeschriebene, von Null verschiedene Zahl co als Periode zulassen. 
Z. B. wird 

f(u) = e 



U 

CO 



eine solche Funktion sein, und allgemeiner wird jede rationale Funk- 



u 



tion von e ^"^ mit konstanten, d. h. von u unabhängigen Koeffizienten 
die Periode co besitzen. 

Ehe wir uns nun unserem eigentiichen Gegenstande zuwenden, 
wollen wir einige häufig zu gebrauchende einfache Sätze zusammen- 
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stellen, die an die geometrische Darstellung der komplexen Zahlen 
durch die Punkte einer Ebene anknüpfen. 

§ 1. Zur geometrischen Darstellung der komplexen Zahlen. 



Unter dem „Punkte" 



yy 



a == a -]- ta 

werden wir wie im 1. Abschnitt denjenigen Punkt der komplexen 

Zahlenebene verstehen, welcher die komplexe Zahl a repräsentiert, 

der also die Abszisse a' und die Ordinate a" besitzt. Es besteht nun 
zunächst folgender 

Satz 1. Der Punkt a -\-bt beschreibt die Gerade, welche die 
Punkte a und a-{-b (6 + 0) miteinander verbindet, wenn t alle reellen 
Werte durchläuft. Insbesondere erhalten wir die Punkte der Strecke 
a . . . a + 6, wenn t die reellen Werte von bis 1 annimmt. 

Setzen wir a = a' -\- ia" , b = b' -\- ib" , so sind die Koordinaten 
des Punktes a-\- bt 

x=.a' + b't, y = a'' + b"ty 

und hieraus folgt unmittelbar unser Satz nach bekannten Sätzen der 
analytischen Geometrie. 

Nehmen wir ä = 0, so erhalten wir den 

Satz 2. Der Punkt c = bt (6 + 0) nimmt, wenn t die reellen Werte 
durchläuft, alle Lagen auf der Geraden an, welche den Nullpunkt mit 
dem Punkte b verbindet. 

Aus diesem Satze ergibt sich sofort 

Satz 3. Die Bedingung dafür, daß die Punkte b (+0) und c mit dem 
Nullpunkt in einer Geraden liegen, ist die, daß der Quotient — reell ist 

Ziehen wir zu irgendeiner Strecke a . ,, b eine gleichgerichtete und 
gleichlange Strecke . . . i durch den Nullpunkt, so ist offenbar d der 
Repräsentant der Differenz b — a (Fig. 55).. Be- 
trachten wir daher ein Parallelogramm, in 
ivelchem a und a^, bezüglich b und b^ gegen- 
überliegende Ecken sing, so wird 

6 — a ^^ flj — 6j 
oder 

a + a^ = b + b^ 
sein (Fig. 56). Fig. 55. 
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Satz 4. Wenn a,a^, h,h^ die vier Ecken eines ParaUelogratmns 

bilden und zwar a, a^y bzw. b, 6, je gegen- 
überliegende Ecken, so ist 

a + «1 == ^ + ^1 • 

Der gemeinsame Wert von | (a -r ^i' 

und K^ + ^i) wird, wie aus Satz 1 folgi, 

durch den Schnittpunkt der Diagonalen des 

Parallelogramms dargestellt. 
Fig. 56. 

§ 3. Sätze über die Perioden einer meromorphen Funktion. 

Wenn co eine Konstante bedeutet, f(u) eine meromorphe Funk- 
tion und 

f{u + Cü) = f{u) 

für alle Werte der Variablen u ist, so heist co eine Periode von f{u). 
Hiernach ist o) = stets eine Periode jeder Funktion f(u). Die 
Periode co — können wir als triviale oder uneigentliche Periode be- 
zeichnen und im Gegensatz dazu eine Periode co, die nicht Null ist, 
als eine eigentliche. Wenn wir von einer periodischen Funktion sprechen, 
so meinen wir damit natürlich eine solche, die eine eigentliche Pe- 
riode besitzt. 

Wir wollen nun unter Q das System aller Perioden einer Funk- 
tion f{u) verstehen und einige Eigenschaften dieses Systems ü be- 
weisen. Das System der Punkte, welche die Perioden geometrisch 
darstellen und die wir „Periodenpunkte" nennen werden, bezeichnen 
wir als „Punktsystem" ß. 

Satz 1. Das System Q aller Perioden bildet einen Modul, 

Dabei ist unter einem „ModuV' ein System von Zahlen zu ver- 
stehen, innerhalb dessen die Operationen der Addition und Subtrak- 
tion unbeschränkt ausführbar sind. D. h. mit co^ und cüg sollen dem 
System auch a>j -{- co^ und co^ — co^ angehören. 

Die Behauptung des Satzes 1 ist also die, daß eine Funktion 
/*(«), welche die Perioden co^^ und cOg besitzt, notwendig auch die 
Perioden (o^ + co.^ und co^^ — co^ hat. Dies ist aber leicht zu zeigen. Aus 

f{u -i- ay,) ^ f{u), f{u + o),) ^ f{u) 
folgt nämlich 

f{(u + o),) -i- foj --- f{u + (o,) -- f{ti); 
ferner aus 

/•(m + wJ --/'(w-l-a)«), 

indem wir u durch ii — co.^ ersetzen, 

f{u 4- Wj — wj = /*(«). 
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Gehören irgendeinem Modul die Zahlen 

(1) Ö)^, CO3, ..., COj. 

an, so wird auch 

(2) CO = w, Wj -f WgCüj + . . . + WfcCü^ 

demselben Modul angehören, wobei Wj, w^, . . ., w^ irgendwelche ganzen 
Zahlen bezeichnen. Denn durch Anwendung der Operationen der 
Addition und Subtraktion können wir aus den Zahlen (l) die Zahl o> 
bilden. Es gilt demnach der 

Satz 2. Gleichzeitig mit den Perioden (1) besitzt eine Funktion f{u) 
auch die Periode (2). 

Die Periode o> heißt aus den Perioden co^ , co^, . . . , co^ zu- 
sammengesetzt oder abgeleitet. Die äußersten Fälle, die bei einem 
Modul vorliegen können, sind die, daß der Modul nur aus der 
einen Zahl Null oder aus der Gesamtheit aller Zahlen besteht. Der 
erste Fall tritt für den Modul Q aller Perioden von f{u) ein, 
wenn f{u) nur die triviale Periode Null besitzt, also im eigentlichen 
Sinne des Wortes nicht periodisch ist. Der zweite Fall tritt offenbar 
ein, wenn f{u) sich auf eine Konstante reduziert, da ja eine Kon- 
stante vom Argument u gar nicht abhängt und also jede beliebige 
Zahl als Periode besitzt. Den Modul, welcher nur aus der einen Zahl 
Null besteht, wollen wir als „Modul Null", denjenigen, welcher aus 
der Gesamtheit aller Zahlen besteht, als „Modul 00" bezeichnen. Alle 
Moduln teilen wir nun in zwei Arten ein: 

Ein Modul Q heiße von der ersten Art, wenn das Punktsystem Q 
keinen Häufungspunkt im Endlichen besitzt y von der zweiten Art, wenn 
ein solcher Häufungspunkt vorhanden ist. 

Beispielsweise ist der Modul Null von der ersten, der Modul oc 
• von der zweiten Art. Wir wollen von einem Systeme von Zahlen 
sagen, es enthalte unendlich kleine oder infinitesimale Zahlen, wenn 
unter den Zahlen des Systems solche vorhanden sind, die von Null 
verschieden sind und deren absoluter Betrag unter einer beliebig 
klein fixierten positiven Zahl liegt. Es gilt dann der 

Satz 3« Ein Modul ü ist von der zweiten oder von der ersten 
Art, ie nachdem er unendlich kleine Zahlen enthält oder nicht. 

Enthält nämlich Q unendlich kleine Zahlen, so können wir offen- 
bar die von Null verschiedenen Zahlen des Moduls 

so wählen, daß sie den Limes Null besitzen. Ist dann weiter cy irgend- 
eine dem Modul angehörende (endliche) Zahl, z. B. a> ^= , so gehören 
ihm auch die Zahlen 
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mit dem Häufungswert a> an. Der Modul Q ist also zweiter Art. 
Wir sehen zugleich, daß dann jede Zahl a> des Moduls einen Häu- 
fungswert a> des Punktsystems Q liefert. Besitzt umgekehrt das Punkt- 
system Q einen Häufungspunkt a im Endlichen, so können wir aus 
ihm eine Folge verschiedener Werte 

a>i, cög, 0)3, ... 

mit dem Grenzpunkte a herausheben. Dann haben die dem Systeme Q 
angehörenden, von Null verschiedenen Zahlen 

den Limes Null. Daher enthält Q unendlich kleine Zahlen. 

Wir werden nun den für die Theorie der meromorphen perio- 
dischen Funktionen grundlegenden Satz beweisen: 

Satz 4. Die Perioden einer meromorphen Funktion f(«), die sich 
nicht auf eine Konstante reduziert, bilden einen Modul Q erster Art. 

Nach Satz 3 genügt es, zu zeigen, daß f{u) keine unendlich 
kleinen Perioden besitzt. Zu dem Ende betrachten wir einen regu- 
lären Punkt a der Funktion /(w). Für alle genügend kleinen Werte 
von j CO j gilt dann eine Entwicklung der Gestalt 

f(a + a>) = f{a) + a>'' (c + r'a> + . . .), 

wo r eine natürliche Zahl und c einen von Null verschiedenen Wert 
bezeichnet. Wir wählen nun die positive Zahl e so klein, daß für 
I CO I < 6 der Wert der Reihe 

c -\- c'co + . • . 
von Null verschieden bleibt; dies ist wegen c + möglich. Es wird dann 

fia + co) + f{a) 

sein, solange \co\ < e und von Null verschieden ist. Daher kann 
die Funktion f(u) eine Periode co von einem Betrage < e nicht be- 
sitzen, womit unser Satz bewiesen ist. 

Wir wollen nun die Konstitution der Moduln erster Art näher 
studieren und unterscheiden dabei, indem wir den Modul Null bei- 
seite lassen, zwei Fälle: 

Fall 1. Der Modul Q ist so beschaffen, daß die Punkte d s 
Punktsystems Q sämtlich auf einer Geraden liegen. 

Da zu diesen Punkten auch der Nullpunkt 
gehört, so muß die Gerade durch den Null- 
punkt hindurchgehen. Auf der einen der beiden 
Halbgeraden, in welche unsere Gerade durch 
den Nullpunkt zerlegt wird, betrachten wir den- 
jenigen Punkt (üj des Systems Q, der dem Null- 
*^* " punkt zunächst liegt (Fig. 5 7). Ein solchei: Punkt cd 

existiert, weil andernfalls der Nullpunkt ein Häufungspunkt von ß wäre. 
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Ist nun w ein beliebiger Punkt von Q, so haben wir 

w = CO^'t 

(Satz 2, § 1) oder, da wir die reelle Zahl t in die Form t= fn-\-r 
setzen können, wo tn eine ganze Zahl und ^ r < 1 ist, 

w = coj (w + r), w — m(o^= rco^. 

Da nun ro), ein Punkt von Q ist, der auf der Strecke ... ö>^ näher 
zum Nullpunkt als co^ liegt, so muß ra)^ = und also 

(3) w = mco^ 

sein. In dem jetzt betrachteten Falle sind also die Zahlen des Mo- 
duls Q die Multipla einer Zahl co^ . 

Fall 2. Die Punkte des Punktsystems Q, wo Q wieder einen 
Modul erster Art bezeichnet, liegen nicht sämtlich auf einer Geraden. 

In diesem Falle verbinden wir zunächst den Nullpunkt mit einem 
andern Punkte cü^ von Q und wählen einen dritten Punkt o),, der nicht 
auf der Geraden (o^ liegt (Fig. 68). Im Innern 
und auf dem Rande des Dreiecks (o^ a>, kann 
es nur endlich viele Punkte. des Systems Q 
geben, weil sonst ein im Endlichen liegender 
Häufungspunkt von Q vorhanden wäre. Wenn 
nun cüj ein weiterer unserem Dreieck angehöriger Fig. 58. 

Punkt von Q ist, so wird das Dreieck Oco^cüj 

weniger Punkte von Q enthalten als das ursprüngliche Dreieck, weil 
der Punkt (o^ dem letzteren angehörte. Hieraus folgt, daß wir ein 
Dreieck herstellen können, das außer seinen Ecken keinen Punkt von 
Q enthält, und wir wollen annehmen, daß das Dreieck a>^ o), schon 
diese Beschaffenheit hat. 

Bilden wir nun das Parallelogramm ^yr ;^^^ -; "j^r^^i 

mit den Ecken 0, q>^, cü,, a)^ + q>j, so 

sehen wir leicht ein, daß im Innern und 

auf dem Rande dieses Parallelogramms, 

abgesehen von den Ecken, kein Punkt 

von Q liegen kann. Von der durch das '^' 

Dreieck OwjCOg gebildeten Hälfte des 

Parallelogramms ist es von vornherein klar, daß sie keinen Punkt 

von Q enthält. Würde aber in der anderen Hälfte ein solcher Punkt q> 

vorhanden sein, so würde der Punkt 

fo' = a>^ + cö^ — a>, 

der ebenfalls zu Q gehört, im Dreieck OWiCOg liegen. Außer den 
Ecken enthält also das Parallelogramm in der Tat keinen weiteren 
Punkt von Q. 
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Sei jetzt w ein beliebiger Punkt von ß. Wir konstruieren das 
Parallelogramm mit den Ecken Oy a, w, b, indem wir durch w Par- 

aUelen zu Oco^ und Ocü^ legen (Fig. 60). Nach 
den Sätzen von § 1 haben wir dann: 

unter t^ und t^ reelle Zahlen verstanden, die 
wir in die Formen 




^ =" ^1 + ^1» ^.» '-^^ ^2 + ^2 ' 
0^rj<l, O^r, <1 

setzen wollen, wo m^, m^ ganze Zahlen be- 
zeichnen. Nun gehört der Punkt 

einerseits dem System ß, andererseits, weil r^co^ auf der Strecke 
. . . ö>j und fg o), auf der Strecke . . . co, liegt, dem Parallelogramme 
0,a>^, a>i + «>a» ö>9 ^^' Daraus folgt aber, daß der Punkt r^co^ ^nw^^ 
mit der Ecke dieses Parallelogramms zusammenfallen und daher 

(4) w =^ m^cü^ + m^Q)^ 

sein muß. In dem jetzt betrachteten Falle 2 sind also alle Zahlen 
des Moduls ii gemäß Gleichung (4) aus den beiden Zahlen cOj und oh 
abzuleiten. 

Wir wollen noch bemerken, daß die beiden Fälle auch dadurch 
charakterisiert werden können, daß im Falle 1 je zwei Zahlen des 
Moduls Q einen reellen Quotienten besitzen (Satz 3, § 1), während im 
Falle 2 im Modul ß zwei solche Zahlen (wie z. B. co^ und co^) vor- 
handen sind, deren Quotient nicht reell ist. 

Aus den vorhergehenden Untersuchungen folgt nun für die mero- 
morphen periodischen Funktionen: 

Satz 5« Die Perioden einer solchen Funktion fiu), die sich nicht 
auf eine Konstante reduzier t, lassen sich entweder sämtlich aus einer 
Periode oj^ oder aber aus zwei Perioden (o^ und co^, deren Quotient 
nicht reell ist, ableiten. 

Der erste Fall, in welchem die Funktion /*(m) einfach periodisch 
heißt, liegt z. B. bei der Funktion e^ vor, deren Perioden die sämi 
liehen Multipla von 2 7ii sind. Im zweiten Falle nennen wir /*« 
io/>/>e//periodisch. Ein Periodenpaar co^, cü^, aus welchen alle übrigen 
Perioden von /*(«) abgeleitet werden können, bezeichnen wir dann 
als ein Paar primitiver Perioden oder als Fundamentalperioden von 
f{u). Die Existenz von doppeltperiodischen meromorphen Funktionen, 
die den Hauptgegenstand unserer Untersuchungen bilden werden, wird 
sich weiterhin ergeben. 
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§ 3. Das Periodenparallelogramm. 

Es sei (o^ a>2 ein Paar von Zahlen, deren Quotient nicht reell 
ist. Wenn nun zwischen irgend zwei komplexen Zahlen u und v 
die Beziehung 

(1) V ^ u -\- m^co^ -r m^co^ oder v — « = m^ w^ + Wg co.^ 

besteht, wo #«j und m^ ganze Zahlen bezeichnen, so wollen wir sagen, 
t; sei kongruent u modtdis coj, w^, und dies symbolisch durch die 
Schreibweise 

(2) V ^u(co^yco^) 

andeuten. Wenn co^ und co^ ein für allemal, wie in diesem Para- 
graphen, fest bleiben, schreiben .wir auch kürzer unter Fortlassung 
der „Moduln" co^, co^ 

(2') v-^u. 

Es gelten nun folgende Tatsachen, deren Beweise so einfach 
sind, daß wir sie übergehen können. 

1. Es ist für jeden Wert von u 

u ^ u. 

2. Aus V ^ ti folgt u ^ V. 

3. Aus w = V und v ^ w folgt u ^ w, 

4. Aus « = V und w^ =. . v^ folgt « + «j =^ v -v^, 

5. Allgemeiner folgt aus « e= v und u^^t\y daß «« -f- m^w^ 
F_ nv -\- n^v^ ist unter n und «^ irgend zwei ganze Zahlen verstanden. 

Zur Abkürzung werden wir auch von zwei Punkten u und v 
sagen, sie seien „kongruent", wenn die Zahlen u und v kongruent sind. 

Wir nehmen nun einen beliebigen Punkt u^ an und bilden das 
Parallelogramm mit den Ecken Wq, «o + w^i «o + ^'^i + ö^«i ^o ~i' ^« 
(Fig.61 ). Dieses soll das aus a>j und co ^gebildete 

Periodenparallelogramm (Uq) heißen. Zu uc^ u j ' ' 

dem Periodenparallelog^amm (u^) rechnen / / 

wir jeden Punkt w, der im Innern oder auf y 7 / 

einer der in «« zusammenstoßenden Seiten, / / ^ 

exklusive der Endpunkte Uq + co^ bzw. **» 

Uq -J- co^ dieser Seiten, Hegt. Da die l«,g. gi. 

Punkte des Parallelogramms, die auf den 

Seiten «© ■ • • ^o ~!" ^i ^^^* ^o • • **o "t~ ^« liegen, durch 

a = «Q + fj o)^ bzw. h -' Uq-{- r^ oj^ (0 ^ r^ < 1 , ^ r,, < 1 ) 
dargestellt werden, so gilt 
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Satz !• Die Punkte des Periodenparallelogramms (Uq) sind die 
Punkte 

(3) « = «o + ^jö>i+^ö^a (Ö^^< 1^ 0£r^<\). 

Sei jetzt v ein beliebiger Punkt der 
Zahlenebene und u^ v^ vv, das Parallelo- 
gramm, dessen Ecken v^yV^ auf den 
Seiten u^ , . . u^ -\- co^ bzw. u^ . • • w© ~l" ^« 
des Parallelogramms (u^) liegen (Fig. 62). 
Es ist dann 

V = v^+v^■ 



X V \ 



i^*6J, 



V -tC^ZT'^' 



u. 



Fig. 62. 



= K + ^lÖ^l) + («0 + ^2«>«) - «( 



oder 



v=^u^ + m^o)^ + m^co^ + r^^o)^ + r^co^, 

wenn die reellen Zahlen /^, t^ auf die Form t^—m^-^- r^ bzw. /^ = w^ -[- r, 
gebracht werden, wo Wj, w^ ganze Zahlen und r^, y^ echte Brüche 
bezeichnen. Hieraus folgt 

Satz 2. Jeder beliebige Punkt v ist einem und offenbar nur einem 
Punkte 

u = UQ + r^(o^+r^(o^ 

kongruent, der dem Parallelogramm (uq) angehört. 

Wir betrachten jetzt die Punkte 

+ 2 coj, Uq — 2 cüj, ..., 

welche ein System äquidistanter 
Punkte auf einer Geraden g^, und 
die Punkte 

+ 2ö>3, «0 — 2 a>j, . ., 

welche ein ebensolches System auf 
einer Geraden g^ bilden. Legen wir 
durch die ersteren Punkte Parallelen 




Fig. 63. 



zur Geraden g^, durch die letzteren Parallelen zur Geraden g^, so er- 
halten wir durch diese Konstruktion die sämtlichen Parallelogramme 

(tio + m^co^ + m^Q)^), w^ --0, ±1, ±2,..., t»g = 0, ± 1, ±2, .., 

und wir sehen, daß diese die w- Ebene einfach und lückenlos über- 
decken (Fig. 63). 

Wir wollen nun mit 

[«] 

stets das System aller derjenigen Werte u + m^oj^ + tn^co^ oder auch 
derjenigen Punkte, welche diese Werte geometrisch darstellen, be- 
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zeichnen, die einem bestimmten u kongruent sind. Dann können 
wir sagen: Von einem Systeme [u] fällt ein und nur ein Punkt in 
jedes Parallelogramm unseres parallelogrammatischen Netzes. 



§4. Definition der elliptischen Funktionen. 

Der Körper JS. 

Wir wenden uns nun zur Definition der elliptischen Funktionen: 

Eine analytische Funktion f{u) heißt eine elliptische Funktion, 
wenn sie erstens meromorph ist und zweitens zwei Perioden co^ und o)^ 

besitzt, deren Quotient — nicht reell ist. 



Wir wollen zunächst die beiden Werte co^ und co, als fest ge- 
geben annehmen und alle elliptischen Funktionen, die diese beiden 
Werte zu. Perioden haben, zu einem System K zusammenfassen. 
Unter dem Zeichen f[u) werden wir, wenn nicht ausdrücklich das 
Gegenteil bemerkt wird, bis auf weiteres stets eine Fimktion des 
Systems K verstehen. Das System K besitzt einige einfache, aber 
wichtige Eigenschaften, die wir hier zusammenstellen. 

1. Zu dem System gehört jede Konstante, diese angesehen als 
Funktion von u. Denn jede Konstante besitzt jeden beliebigen Wert, 
also auch o>^ und co^, als Periode. 

2. Gleichzeitig mit f^ («) und /", (u) gehören auch f^ (u) + /, (u) , 
/i(«) — /iC«)» /i («)/«(«) ^^^y wenn f^{u) nicht die Konstante Null 
ist. JM zun. System K. 

4 

Wir drücken dies kürzer aus, indem wir sagen: Die Funktionen 
des Systems K bilden einen „Funktionenkörper*'. Aus 1. und 2. folgt 

3. Jede rationale Funktion von Funktionen f^(u\ /«(tt), •• » /IkC«) 
mit konstanten Koeffizienten ist ebenfalls eine Funktion f{u). 

4. Gleichzeitig mit f(u) gehört auch die Ableitung f'{u) zum 
Körper K. 

Denn ist f{u) meromorph, so gilt gleiches von /"'(«), und aus 

f(u + cOi) = f{u) (t = l,2) 

folgt durch Differentiation 

5. Es sei 

d. h. a' = a -f- w, wo w =^ m^w^ + ^2^2 gesetzt ist. 
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Wenn nun a ein Pol von f(u) ist und g (— ^j-j äer zugehörige 

meromofphe Teil, so ist auch a' ein Pol und g f A der ihm zuge- 
hörige meromorphe Teil 

In der Tat gilt nach Voraussetzung für die Umgebung des Punktes a 
die Entwicklung 

/■(«) = i (sl-J + * (« - «). 

wo $ (w — a) eine gewöhnliche Potenzreihe von u — a bedeutet. Liegt 
nun u in der Umgebung des Punktes a, so liegt u' = u~\- wm der Um- 
gebung des Punktes a' = a -{-w und zugleich ist u' — a' = u— a und 

f[u') -^ f{u -r w) = /•(«) == g [^,^^) + «P(«' - «'), 
woraus die Behauptung folgt. 

6. In jedem beliebigen Periodenparallelogramm (uq) hat eine Funk- 
tion f{u) nur endlich viele Pole. 

Würden nämlich unendlich viele Pole in (uq) vorhanden sein, so 
hätten diese einen Häufungspunkt, der wesentlich singulär für fin) 
wäre; dies ist aber unmöglich, da f(u) meromorph ist. 

Wir wollen uns die Pole von /*(w), die im Parallelogramm [u^\ 
liegen, aufgeschrieben denken; und zwar jeden so oft, als seine Mul- 
tiplizität beträgt. Die Anzahl r der so aufgeschriebenen Pole 

heißt der Grad der Funktion f{u). Die Systeme 

umfassen dann die Gesamtheit aller Pole von f{u) und zwar jeden 
Pol so oft, als seine Multiplizität angibt. Greifen wir aus jedem Sy- 
stem eine Zahl heraus, so erhalten wir r Zahlen 

1 ' 2 » • • 'j a^ , 

von denen wir sagen wollen, daß sie ein vollständiges System von 
Polen von f[u) bilden. 

§ 5. Allgemeine Sätze über die Funktionen f(u). 

Wir werden nun eine Reihe von allgemeinen Sätzen beweisen, 
welche die Grundlage für die Theorie der elliptischen Funktionen 
bilden. 

Satz 1. Ei7t€ Funktion f(u) vom Grade r == ist eine Konstante, 
oder, anders ausgedrückt y eine elliptische Funktion ohne Pole ist eine 
Konstante, 




*0i4 
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Wenn /"(«) keinen Pol besitzt, so hat | f{u) \ ein endliches Maxi- 
mum g, falls u alle Lagen im Periodenparallelogramm annimmt. Da 
/"(«) keine anderen Werte annimmt, als die, welche den Punkten u 
des Periodenparallelogramms entsprechen, so gilt also für jedes end- 
liche Argument u die Ungleichung 

i A«) I ^ %' 

woraus nach dem Liouville^cSMtn Satze*) folgt, daß j(%C) sich auf eine 
Konstante reduziert. 

Ehe wir zur Ableitung der weiteren Sätze schreiten, die alle 
aus dem Ca«cAyschen Integralsatze folgen werden, schicken wir fol- 
gendes voraus. Wir dürfen und wollen ,. ,a-^w,/dy. 

voraussetzen, daß das Parallelogramm 

(z/q) in positivem Sinne umlaufen wird, 

wenn wir seine Seiten in der Folge 2, 

1 ', 2', 1 durchlaufen (vgl. Fig. 64). Denn 

falls dies nicht zutrifft, so können wir p. «^ 

es durch Vertauschung von cOj mit oy^ 

erreichen, also durch eine einfache Abänderung der Bezeichnung. 

Es sei 9?(«) eine längs des Randes von («J stetige Funktion; 
dann setzt sich das positiv um (u^ erstreckte Integral von q>{iC) zu- 
sammen aus den durch die Seiten 2, l', 2', 1 erstreckten Integralen. 
Nun durchläuft u -\- kü^ die Seite 1', wenn u die Seite 1 durchläuft, 
und w + ö>j die Seite 2', wenn u die Seite 2 durchläuft. Daher ist 
das erwähnte Integral durch die Formel 

(I) f(p{u)äu=^J{(p(u + coj — <p(u))du — f{(p(u }- (üj — (p(u))du 

(«o) 1 2 

darstellbar, wobei das Integral durch die Seite 1 in der Richtung von 
Uq nach «o + <^9» durch die Seite 2 in der Richtung von «^ nach 
Mq -\- co^ zu nehmen ist. 

Wir identifizieren zunächst q)(u) mit einer Funktion /*(w), wobei 
wir durch passende Wahl von Uq dafür sorgen, daß kein Pol von 
/*(«) auf den Rand des Parallelogramms (u^) fallt. Die Integrale der 
rechten Seite der Formel (I) verschwinden jetzt, da f(fi) die Perioden 
fjOj^ und ö>2 hat. Das Integral der linken Seite ist, abgesehen vom 
Faktor 27zi, die Summe der Residuen der verschiedenen Pole von 
f(u), die im Innern des Parallelogramms (uq) liegen. Man erkennt 
die Richtigkeit von 

Satz 2. Die Summe der Residuen für die irgendeinem Perioden- 
Parallelogramm angehörenden verschiedenen Pole einer Funktion f{u) 
ist Null. 



*) Vgl. Erster Abschnitt, 3. Kapitel, § 8. (A. d. H.) 
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Hieraus folgt sofort 

Satz 3. Eine Funktion f{u) von Grade r = 1 kann nicht existieren. 

Denn würde f{u) nur einen Pol erster Ordnung a im Parallelo- 
gramm («q) besitzen, so würde der zugehörige meromorphe Teil 

Q 

lauten^ wo das Residuum C + ist. Nach Satz 2 müßte aber. 



im Widerspruch dazu, C = sein. 

Satz 4. Es sei f(u) eine Funktion von einem Grade r^2 und c 
ein gegebener endlicher Wert. Dann gibt es in jedem Parallelogramm 
(«o) genau r Stellen, an welchen f{u) den Wert c annimmt. 

Eine Funktion f(u) wird also nach diesem Satze in einem Perioden- 
parallelogramm genau so oft gleich einem vorgeschriebenen endlichen 
Werte c, als sie den Wert cx) annimmt. Der Satz 4 ist eigentlich ein 
spezieller Fall des Residuensatzes 2 und entsteht aus diesenci, wenn 
wir ihn auf die Funktion 

anwenden. Das Integral ^ — : ^.; , " , welches nach Hilfsformel d 

2ntj f{u) — c' 

verschwindet, stellt nämlich die Differenz zwischen der Anzahl der 
Nullstellen und der Anzahl r der Unendlichkeitsstellen (Pole) von 
f{u) — c vor, die im Parallelogranune (u^ liegen^). 

Zu dem Satze 4 ist noch folgendes zu bemerken. Bezeichnet u^ 
eine Lösung der Gleichung 

(1) f{») = c, 
so ist für die Umgebung der Stelle u^ 

(2) f{u) --c = A{u-^ u,f + ... (^ + 0-. 

wobei k eine natürliche Zahl bezeichnet. Die Stelle «^ ist dann Ä-mal 
als Lösung der Gleichung (l) zu zählen, oder u^ ist als Lösung von 
(l) mit der Vielfachheit k zu rechnen. Der Satz 4 besagt also, daß 
die Gleichung (l) r Lösungen 

(3) «1, «,, ..., w^ 

im einzelnen Periodenparallelogramm zuläßt, wenn wir in die Reihe (3' 
jede einzelne Lösung so oft aufnehmen, als ihre Vielfachheit beträgt. 
Im allgemeinen werden die Stellen (3) untereinander verschieden, 
also jede Lösung u^ von der Vielfachheit 1 sein. Fragen wir nämlich 
nach denjenigen Werten c, für welche in der Gleichung (2) der Ex- 

*) Vgl Erster Abschnitt, 5. Kapitel, § 9. (A. d. H.) 
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ponent k> 1 ausfällt! Soll k > 1 sein, so ist hierfür notwendig und 
hinreichend, daß außer f{u^) = c auch noch 

(4) r w = 

ist. Wir erhalten also die gesuchten Werte c, indem wir die von- 
einander verschiedenen Nullstellen der Funktion f{u) im Parallelo- 
gramme (Uq) aufsuchen. Sind dieselben die Stellen 

wobei ihre Anzahl X höchstens so groß wie der Grad der Funktion 
f'{u) sein wird, so sind die fraglichen Werte von c die Werte 

Die Anzahl der Werte von c, für welche in der zugehörigen 
Reihe (3) ein und derselbe Wert mehr als einmal auftritt, beträgt 
also hödistens so viel, wie der Grad der Funktion /^{u) angibt. 

In dem speziellen Falle c = besagt der Satz 4, daß eine Funk- 
tion f(u) vom Grade r in jedem Parallelogramm (u^) genau r Null- 
stellen besitzt, vorausgesetzt, daß jede Nullstelle mit ihrer Vielfach- 
heit gezählt wird. 

Wir wollen nun wieder unter f(u) eine beliebige Funktion vom 
Grade r ^ 2 verstehen. Es gilt dann der wichtige 

Satz 5. Bezeichnen b^, b^y . . ., b^ die Nullstellen, a^y a^, . . ., a^ die 
Pole von f{u) in einem Pericdenfarallelogramm (wj, so bestshi die 
Kongri4enz 

(5) b^ +*3 + ---+^r^«l + «9 + --- + «r(^l' ^s) ' 

Beim Beweise dürfen wir annehmen, daß keine der Nullstellen 
und Pole auf dem Rand des Parallelogramms (w^) liegt, weil wir dies 
sonst durch eine kleine Verschiebung des Punktes Uq erreichen können. 
Wenn wir 

(6) <p{u) = uff^ 

setzen, ist (p{u) eine Funktion, die im Parallelogramm (m^) nur die 
Punkte b^ und a^ zu Polen besitzt. Nach dem Residuensatz ist daher 

wo die Summen über die voneinander verschiedenen Punkte 6. bzw. 
a^ zu erstrecken sind. 

Ist nun b irgendeiner der Punkte b^ und k seine Multiplizität als 
Nullpunkt von /"(«), so ist für die Umgebung des Punktes b: 

<p{u) = [6 + (« - b)] '^-"t"^^ = A* + .^(„ _ b), 

(m — 6) • c -}- . . . ^ " 

also kb das zugehörige Residuum. Ebenso findet sich für das Resi- 
duum von (p{u) an einer der Stellen a der Wert — ft'a, wenn k' die 

Hurwitz-Couraot, Funktioneotheorie. 10 
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Vielfachheit von a als Pol von f(xi) bedeutet. Demnach ist die rechte 
Seite der Gleichung (7) 

(8) 2kh^ Zk'a = 6^ + 6, + . . . + 6^ - (a^ + a, + . . . + a^). 
Andererseits ist nach Hilfsformel (I), wegen 

das Integral ( 7) gleich 

wobei die Integrale geradlinig zu nehmen sind. Die hier auftretenden 
Integrale sind nun Vielfache von 2ni, Denn z. B. ist 

der stetige Zuwachs, den log/*(«) erfährt, wenn u geradlinig von u^ 
bis «0 + ^9 wandert. Dabei beschreibt aber, weil f(u -{- (o^ = f{u\ 
ist, der Punkt f[u) einen geschlossenen Weg, auf welchem log f{u) also 
um ein Multiplum von 2ni wächst oder abnimmt. 

Der Ausdruck (9) hat also die Gestalt 

(90 m^oy^ + m^m^y 

wo m^ und m^ ganze Zahlen bedeuten. Der Vergleich von (8) und 
(9') gibt nun die Kongruenz (5). 

Wir wollen den Satz 5 noch in eine andere Form bringen» indem 
wir ihn zugleich etwas verallgemeinern. 

Zunächst setzen wir folgendes fest: 

Sind «1, ag, ..., Ä^ die Pole der Funktion f{u), die ^ in einem 
Parallelogramme (Uq) liegen ^ oder auch ein vollständiges System von 
Polen der Funktion f[ii)y so nennen wir jede Zahl s, welche die 
Kongruenz 

ilO) s: -a^ + a^ +... + 0^ (tt>i^ ft>s) 

befriedigt Bolsumme der Funktion f{u). 

Die Polsumme einer Funktion f(u) ist demnach nur bis auf eine 
additive Periode bestimmt. 

Seien ferner w^, w^, ..., u^ die Nullstellen von f{u) — c, untere einen 
gegebenen endlichen Wert verstanden, die in einem Periodenparal- 
Iclogramm («q) liegen. Die Wertsysteme 

[wj, [wj, ...,[wj 
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umfassen dann alle Werte von w, welche der Gleichung 

(11) f{u) = c 

genügen. Entnehmen wir diesen Wertsystemen je einen Wert, so er- 
halten wir Y Werte 

(12) W/, Wg', ..., «/, 

die wir ein vollständiges System von Lösungen der Gleichung (11) 
nennen wollen. 

Wenden wir nun den Satz 5 auf die Funktion f(u)'—c an, so 
erhalten wir leicht den 

Satz 6. Ist f{u) eine Funktion vom Grade r und bilden die Zahlen 

(12) ein vollständiges System von Lösungen der Gleichung (11), so gilt 
die Kongruenz 

(13) <+< + ••• + <=- 5 (ö>i, COg), 

wo s die Polsumme von f(u) bezeichnet 



§ 6. Die Funktion p(v). 

Wir wollen das Periodenparallelogramm (uq) so wählen, daß der 
Nullpunkt in sein Inneres fällt. Unter den Funktionen f(u) werden 
wir diejenigen von möglichst niedrigem Grade, also vom Grade r = 2, 
als die einfachsten zu betrachten haben. Wir wollen nun versuchen, 
eine derartige Funktion zu bilden, die im Parallelogramm (Uq) nur 
den einen Doppelpol u = mit dem zugehörigen mercmorphen Teil 

1 c 
— -j besitzt. Nach dem Residuensatze 2 des vorigen Paragraphen 

muß c = sein, so daß die Entwicklung der herzustellenden Funk- 
tion für die Umgebung der Stelle m = die Form 

(1) /•(«) = i + ?(«) 

besitzen muß. Hieraus folgt leicht, daß die Funktion /"(w), wenn sie 
überhaupt existiert, bis auf eine additive Konstante bestimmt ist. Denn 
ist fj^{u) eine Funktion derselben Beschaffenheit wie f{u), so hat die 
Differenz fx{u) — f(u) den Nullpunkt nicht mehr zum Pol und daher 
im Parallelogramm (uq) überhaupt keinen Pol. Nach Satz 1 des vorigen 
Paragraphen ist daher in der Tat notwendig 

Die Konstante C kann, und zwar nur auf eine Weise, so gewählt 
werden, daß in der Potenzreihe, welche /!i(w) an der Stelle u ==-- 
darstellt, das konstante Glied fehlt. 

10* 
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Es gibt also, wenn überhaupt, nur em^ Funktion, sie heiße ^(u:, 
vom Grade r = 2, die an der Stelle « = eine Entwicklung der Gestalt 

(2) fw-=«V+^?w 

besitzt, wo u^(u) eine mit u verschwindende Potenzreihe bezeichnet. 

Die Gesamtheit der Pole von p{u) wird durch das System [O] 
aller Periodenpunkte 

(3) t» =- w^ ö>i + f»3 Cü, 

gebildet, und dem Pole w wird der meromorphe Teil > r* ent- 

sprechen, da der zu w kongruenten Stelle der meromorphe Teil 

i. zukommt. 

Wir werden durch diese Bemerkung darauf geführt, zu versuchen, 
die Funktion p{u) mit Hilfe des Mittag- Lefflerschen Satzes herzustelleiL 
Zuvor haben wir aber noch den folgenden Satz zu beweisen: 

Die Summe 

(4) s=y'~-, 

konvergiert 

Dabei ist die Summe über alle Perioden (3) zu erstrecken, mit 
Ausnahme der Periode Null, was durch das an das Summenzeichen 
gesetzte Komma angedeutet werden soll. 

Wir betrachten diejenigen Punkte w, für welche 

(5) n < I le^l < n + 1 

ist, unter n eine natüriiche Zahl verstanden, und setzen 

wobei die Summe über die betrachteten Punkte erstreckt wird. Nun 
schätzen wir die Anzahl dieser Punkte folgendermaßen ab. Es sei 
2« eine positive. Zahl, die kleiner ist als der Abstand des Null- 
punktes von jedem andern Periodenpunkt w. Dann ist auch 

d. h. kleiner als der Abstand zweier verschiedener Periodenpunkte w^ 
und te^g. Wenn wir also um jeden Periodenpunkt als Mittelpunkt 
einen Kreis mit dem Radius e beschreiben, so liegen diese Kreise 
ganz außereinander. Die Punkte w, welche der Bedingung (5) ge- 
nügen und deren Anzahl A^^ heißen mögen, gehören dem Kreisring 
an, der durch die Kreise mit dem Mittelpunkt Null und den Radien 
n und n -\-\ begrenzt wird. Die um die A^ Punkte w mit dem 
Radius e beschriebenen Kreise liegen daher ganz in dem Kreisring 
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mit dem Mittelpunkt NuU und den Radien n — e und » + 1 + € und 
bedecken also eine Fläche, die kleiner ist als die Fläche dieses Kreis- 
ringes. Daher ist 

A^-e^7i < (n + 1 -}- e^Tt— (n — e^Tt 
oder 

1 4- 2e 

WO k zur Abkürzung für die feste Zahl — ^ — «3 steht. 

Bei dieser Deduktion ist n > € gedacht, da wir den Kreis mit 
dem Radius » — c betrachteten. Die Ungleichung für A^ gilt also 
von n = 1 ab, wenn, wa& offenbar statthaft ist, die Zahl e < 1 fixiert 
wurde. Nun folgt für die Summe (6) 

und die Summe 

(7) 5,4-59 + 53 + . ..-f5„ + ... 

ist daher konvergent; folglich auch die Summe 5, weil alle Glieder 



von 5, abgesehen von denjenigen, für die etwa |ier| < 1 sein sollte 
und die nur in endlicher Anzahl vorhanden sein können, in den Summen 
5^ auftreten. 

Zufolge des eben bewiesenen Satzes stellt nun nach dem Mittag" 
Lefflerschen- Theorem 

(8) i'(u)=^-+ y(— 4-1-4- J^i-^^io- V' ^ 

eine meromorphe Funktion mit den meromorphen Teilen vor. 

^ ^ u — W 

Wir sehen jetzt leicht ein, daß 

, 9) ^(U) = - r («) = l + r {^-1-y - i) 

allen Bedingungen, die wir für die gesuchte Funktion gestellt haben, 
genügt. 

Zunächst hat p{u) die Punkte w zu Polen und die richtigen 

meromorphen Teile. Ferner ist ^{u) ^ Null für u^O, weil die 

Summe in (9) für w = verschwindet. Es bleibt zu zeigen, daß p{u) 
die Perioden (o^ und (o^ besitzt. Zu dem Ende bilden wir 

(10) f'{u) = - -|, _ 2 iT (~^i = - 2 IJi--^,^ 
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wo die Summe ohne Komma über die Gesamtheit aller Perioden 
w = w^ o>i + m.^ a>3 (w^, m^==0, ±1, ± 2, . . .) zu erstrecken ist. Nun 
kommt 

(/iu + a>-) = - 2 2Jr — 7-^^ vTs = - 2 i;,-^-r-,, 

weil 

ebenfalls alle Perioden durchläuft. Es ist also 

woraus durch Integration 

(11) F(^ + o>i) = PW + S 

folgt, unter c^ eine Konstante verstanden. ^Jun ist p(u) eine gerade 

Funktion. Denn nach (9) ist 

p{- u) = -« + 2" [jiT^-i^ '^^v^u^'^^' \\u - wy ■"■ ^) ' 

da — w dieselben Werte wie -|- w durchläuft. Setzen wir zur Be- 
stimmung von Cj in (11) « = — ^y so kommt 

und also c^ = 0, weil u \~\ ein endlicher Wert ist. Wir haben also 

und ebenso folgt 

^^(w + ö>2) -$.?(«). 

Die Funktion ^(w), die also tatsächlich alle geforderten Eigen- 
schaften besitzt, wollen wir die Weierstraßsche p- Funktion nennen, 
weil sie von Weierstraß der Theorie der elhptischen Funktionen zu- 
grunde gelegt wurde. 

Aus dem vorhergehenden Paragraphen folgen sogleich eine Reihe 
von Sätzen über die Funktion p[u)y die wir hier zusammenstellen. 

Satz 1. Als Polsumme von p{u) kann s = genommen werden. 
Denn die Pole a^ und «g, die p{u) in unserem Periodenparallelo- 
gramm (uq) besitzt, sind beide Null. 

Satz 2. Die Lösungen der Gleichung ^^(«) = c, wo c einen ge- 
gebenen Wert bedeutet, bilden zwei Systeme [u'] und [w^j, und es ist 

Dies folgt aus Satz 6 von § 5. Wenn wir eines der beiden 
Systeme, etwa [w'], kennen, so wird, da «"=i — m'(ö>j, co^) ist, das 
andere das System [ — w'] sein. 
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Satz 3« Die Gleichung 

(12) p{u) = p{v) 
besteht dann und nur dann, wenn entweder 

(13) u^v {(o^y cog) oder « = — t; (co^, o>^) 

ist. 

Denken wir uns nämlich in (12) das Argument v als fest ge- 
geben, u als ein zu bestimmendes Argument, so gehört u nach Satz 2 
einem von zwei Systemen untereinander kongruenter Werte an. Das 
eine dieser beiden Systeme ist offenbar das System [v] und folglich 
[— r] das andere; d. h. u muß einer der Kongruenzen (13) genügen. 

Wir wollen jetzt untersuchen, für welche Werte von v die beiden 
Lösungssysteme [v] und [— v] der Gleichung (12) zusammenfallen. 
Hierzu ist notwendig und hinreichend, daß 

v= — V oder 2 v = {co^, (o^ 
ist. Es muß also 2 v == tn^co^ -\- m^oo^ oder 

(14) V = 2 ' 

die Hälfte einer Periode, sein. Da nun 

Wi = 2m/ + ej, W3 = 2w3' + «a 

gesetzt werden kann, wo m/, m,' ganze Zahlen, c, und e^ je einen 
der beiden Werte imd 1 bezeichnen, so kommt 

d. h. die gesuchten Werte von v sind einer der Zahlen 

(15) 0, f. ^ 



a>, o>, -f Cög o>2 



kongruent. Während f ür v = der zugehörige Wert der t?- Funktion 
oü ist, entsprechen den drei anderen Zahlen (15) drei endliche Funk- 
tionswerte, die wir mit 

(16) ^H|) = ^. f(^-^) = ^,. ^(?)=''3 

bezeichnen wollen. Bedeutet c einen endlichen Wert, so sind die 
Lösungen der Gleichung 

von der Multiplizität zwei, wenn c mit einer der Zahlen e^, e,,. e^ 
zusammenfällt. Hieraus folgt, daß die Gleichung 

F' («) = 
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für u = ~, — -ö— ^ -^ erfüllt ist. Diese Punkte fallen, wenn wir 

u u a 

den Punkt Uq genügend dicht beim Nullpunkt annehmen, in unser 
Parallelogramm (Uq) und bilden mit dem Nullpunkt die Ecken eines 
Parallelogramms. (Vgl. die Figur 65.) 

Aus Satz 3 ergibt sich noch, daß die 
Werte e^,e^,e^ untereinander verschieden 
sind. Das läßt sich auch so erschließen: 
Wäre z. B. e^ = e^y so würde die Funktion 
zweiten Grades 

im Periodenparallelogramm vier Nullstellen, nämlich die Stellen ' 
und ^y, jede doppelt gezählt, besitzen. 

§ 7. Die Differentialgleichung von piu). 

Die Funktion p'{u) hat an der Stelle u = die Entwicklung 

(1) F'(«)=-i +$(«). 

hat also die Stelle u = zum dreifachen Pol, während sie im Perioden- 
parallelogramm (Uq) sonst überall regulär ist. Es ist daher p' (u) eine 
Funktion vom Grade r = 3 und muß folglich im Periodenparallelo- 
gramm auch dreimal verschwinden. Nach dem vorigen Paragraphen 
sind die drei Nullstellen von p' (u) die Punkte 

[^) ^~ 2 ' 2 ' 2 ' 

an denen ß?'(«) demnach einfach Null wird. An diesen Punkten 

werden bzw. 

(3) $^(w)~e?j, p{u)-'e^, i^(w)-^8 

je doppelt verschwinden. 

Vergleichen wir nun die Pole und Nullstellen von p' (u), nämlich: 

Pole: 0,0,0, Nullstellen: -^a, ^J^, ^, 

mit denen von f(u) = (p (u) — e^)(p (u) — e^){p (u) — e^), nämlich: 

Pole: 0,0,0,0,0,0, Nullstellen: -^ , -^ ~^--, -^— > "g* 'i ' 
so sehen wir, daß der Quotient 

^~ fW 

im Periodenparallelogramm («q) nirgends unendlich wird, da der Zähler 
dieselben Pole und Nullstellen in derselben Vielfachheit wie der Nenner 
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besitzt. Folglich ist der Quotient eine Funktion vom Grade r = und 
also eine Konstante. An der Stelle « =0 haben wir die Entwicklungen 

F"(«)=-^+---. fi»)=v*+-'- 

Tragen wir diese in' den Quotienten Q ein und lassen dann u 
in Null übergehen, so erhalten wir den Wert ^ = 4, und da Q, wie 
wir wissen, eine Konstante ist, so folgt 

j;'«(«) = 4./(«); 
d.h. 

Satz 1. Die Funktion fj?{u) befriedigt die Differentialgleichung 

(4) p'\u) = 4 (p (u) - e,) (p («) - «,) (p («) - e,). 

Wir wollen diesen wichtigen Satz noch auf einem andern Wege ab- 
leiten, der uns die Differentialgleichung in einer andern Form liefert. 

Zunächst betrachten wir die Entwicklung der Funktion p{u) an 
der Stelle « = etwas näher; Für 

^ (") = V + ^' KiT^ + "i^ + iV "" T ""■ ^ Vi;« + ii;^ "^ • • 7 

erhalten wir die Entwicklung 

(5) C(^)=i'-G^u^^Gy^,,.- G^u--^ - . . ., 
wenn wir zur Abkürzung 

(6) G„ = y/-^ - ^'-. ^ ., (n = 3, 4, . . .) 

setzen. Die Summe G^ ändert sich nicht, wenn wir w durch — w 
ersetzen. Für ein ungerades n ist folglich 

und also G^ = 0. Daher können wir die Entwicklung von C(w) in 
der Form ansetzen: 



.2i»-l 



wobei die Koeffizienten c die Werte 

fi 

(8) c, = (2n-l)2:'-4i: (n = 2, 3, 4, . ..; 



„,«« 



haben. Demnach lautet die Entmickelung von ^){u) am Nullpunkte: 

(9) p(«) = - f '(«) = ■^. + c.«' + c,«* + . . . + c„««-« 4 : . .. 

voi«* die Koeffizienten c^ geptäß (8) von den Perioden o),, cu, abhängen. 
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Nun folgt aus (9) 

p'(u) = - ^ + 2 c,« + 4 C3«» + . . . 

und, wenn wir die Entwicklungen immer bis zu den von u unab- 
hängigen Gliedern fortsetzen, 

F'(«) = i + y'+ 3^s+--- 

p'«(«)-4j;?»(«)=-?^-28c, + ... 

und schließlich 

(10) ^'«(«)-4p»(«) + 20c,p(«)=-28c, + .... 

Die links stehende Funktion kann im Periodenparallelogramm [u^j 
höchstens den Pol « = haben. Tatsächhch hat sie aber den Punkt 
u = nicht zum Pol, da sie gemäß (10) für « = den endlichen 
Wert — 28 c, annimmt. Nach § 5, Satz 1 ist unsere Funktion daher 
eine Konstante, deren Wert — 28 Cg ist. Es ist also für alle Werte von « 

F"W-*;F'(«) + 20c,^(«)=-28c3. 

Führen wir noch die Bezeichnungen ein: 

(jj^ U, = 20c, = 60ri, 

[g, = 28 c, = 1402;'-, 
so haben wir also den 

Satz 2. Die Funktion p[u) genügt der Differentialgleichung 

(12) P"=4^*-f,i^-f8- 

Dabei ist der Kürze halber p für p{u) und p' für p\u) ge- 
schrieben. 

Die Konstanten g^ und g^ heißen die Invarianten der Funktion j.;iwi. 

Die rechten Seiten in den Gleichungen (4) und (12) sind für 
alle Werte von u beide derselben Größe (nämlich p'^{u)) gleich. 
Daraus folgt, daß identisch in x die Gleichung 

(13) 4a;« -.g^x^g^ = 4{x- e^){x - e^){x ^ s^) 

besteht. Es sind also e^, e^y e^ die Wurzeln der Gleichung 3**° Grades 

(14) 4:x^-g^x-^g^ = 0. 

Als Diskriminante werden wir den Wert von 

(15) ^ = 16(<',-<'J'(«i-^s)'(^9-«8)' 
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bezeichnen, der nach Früherem von Null verschieden ist. Bekannten 
algebraischen Sätzen zufolge gelten die Beziehungen: 

<5l + ^3 + <^8 = Ö' ^l^a + <^3^8 + ^8^1 = - 4^2' ^1^9«8 = i^8' 

J = 16 (., - e^i" [e, - .3)« (., - .,)' = g/ - 27 g««. 

Aus der Differentialgleichung (12) erhalten wir auf folgende 
"Weise eine Rekursionsformel für die Entwicklungskoefiizienten c„ der 
Funktion j3(m). Durch Differentiation von (12) finden wir 2u'(j" 
= (12ji7«-f,)^?' oder 

(17) ^/'=6y>*-ig,==6^?«-10f,. 



(16) { 



Setzen wir hierin die Entwicklung (9) für u ein, so kommt 
6_ 



^ + 2-l-c, + 4.3.C3M»-f •.•+(2«-2)(2«-3)f„««"-* + .. 



= _ lOf, o- 6 ^>* = - 10c, + 6 1 + i^c„««-«i' 



L«- , 



= - lOCg - 6 [l, -r 2 Vc„«*— ' +Zcrcy-'*"-*] . 

-woraus durch Vergleich der Koeffizienten von «**»"* sich leicht 

[(2n — 2)(2« — 3)— 12]c,^ = ^2^r^t («--=4, 5, 6, ...i 

ergibt. Nach einfacher Rechnung erhält man 

(18) (n— 3)(2n+l)c„=3[c3C„_a+C3C«_8+---4-^»-2Ca] («=4,5,6,...) 
Vermöge dieser Rekursionsformel können wir sukzessive 

^4 ^^ 3 ^9 ' ^6 ^^ 11 ^a ^3 ' ^e ^^ 18 L^ ^3 ^4 ~r ^8 J ^^ 13 La ^9 + ^3 J » ■ • • 
durch c, und Cg oder auch wegen (11) durch g^ und g^ ausdrücken. 
Wir erkennen so die Richtigkeit von 

Satz 3. Die Eniwicklungskoeffizienien c^ von ^j{u) sind ganze 
rationale Funktionen der Invarianten g^ und g^ mit rationalen posi- 
tiven Zahlenkoeffizienten, 

Hierin liegt, wegen (8), die bemerkenswerte Tatsache, daß sich 
die Summen 

ganz und rational mit rationalen positiven Koeffizienten durch die 
beiden ersten G^ und G^ ausdrücken lassen. 

§ 8. Das Additionstheorem von ^{u)* 

Man sagt von einer Funktion 9?(m), sie besitze ein algebraisches 
Additionstheorem, wenn zwischen (^(«^ + «.3)' <piu^), (piu^) eine alge- 
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braische Gleichung mit festen, d. h. von u^^ und u^ unabhängigen 
Koeffizienten besteht oder, was dasselbe besagt, wenn 9? («^ -|- u^) alge- 
braisch durch (p(u^) und (p{u^) ausdrückbar ist. Daß die ExponctUial' 
funktion und die elemeniaren trigonometrischen Funktionen solche 
Additionstheoreme besitzen, ist eine der Haupteigenschaften dieser 
Funktionen. Wir wollen jetzt zeigen, daß dieselbe Eigenschaft auch 
der Funktion p{u) zukommt. 

Zu dem Ende betrachten wir die Funktion 

(1) f{u) = ^'{u)-ap{u)^b, 

wo wir die Konstanten a und h so wählen, daß f{u) an zwei beliebig 
fixierten Stellen u^ und u^ verschwindet. Setzen wir zur Abkürzung 

so sind also a und b aus den Gleichungen 

(3) ^Pi + b = p,\ ap^ + h = p^ 

zu besümmen. Nun ist f[u) eine Funktion vom Grade r = 3, die 
im Periodenparallelogramm (u^ den dreifachen Pol « = und also 
die Polsumme s = besitzt. Nach § 5, Satz 6 bilden daher 

ein vollständiges System von Nullstellen der Funktion f{u). Wenn also 

(4) p(wi + u^) = />3, f'K + «<s) = Pz 

gesetzt wird, so gut (unter Berücksichtigung des Umstandes, daß p'(M' 
eine ungerade Funktion ist) die Gleichung 

welche zum Ausdruck bringt, daß f[u) für u= —{u^ + «,) ver- 
schwindet. 

Setzen wir nun in die Differentialgleichung der ^-Funktion 

4p»-g3j^-g3 = p'^ 

für das Argument u sukzessive w^, Wg, u^-\-u^ ein, so erkennen wir, 
daß die Gleichung 

(6) 4.x^-g^x-g^-[ax + bf = 

die Wurzeln 

(7) x = p^y x = p^, x^p^ 

besitzt. Wir wollen uns u^ und u^ etwa im Periodenparallelogramm («0) 

so fixiert denken, daß p^^ = p ( w^), pQ = p (Wg), Ps = P (^1 + ^«' 
voneinander verschieden sind. Dadurch schließen wir, wenn wir «j 
beliebig angenommen haben, nur endlich viele Punkte w, im Perioden- 



(8) 
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Parallelogramm aus, und wir sind sicher, daß die Werte (7) die sämt- 
lichen Wurzeln der Gleichung (6) vorstellen. Demnach gelten die 
Gleichungen 

^^1 + ^3 + ^3=4-' 

PiP.Ps-^ + ^- 
Aus (3) ergeben sich nun weiter für a und b die Werte 

,9) ^-^i--^^ ^^ />i^/-^./>/ 

Pt-P^ Pi-Pi 

und die erste der Gleichungen (8) liefert den 

Satz 1« FÜK die Funktion ^[u) gilt die Gleichung 

wenn u^ , u^ zwei beliebige Argumente bedeuten. 

Die Beschränkung, die wir beim Beweise den Argumenten m^, u^ 
auferlegten, haben wir im Ausspruch des Satzes wieder fallen lassen, 
was offenbar erlaubt ist. 

Da ö'(tti) und ^'(wg) vermöge der Differentialgleichung der 
^; -Funktion algebraisch durch piu^) bzw. ff?{u^) ausdrückbar sind, so 
gibt Satz 1 das Additionstheorem von ^{u). 

Wenn wir aus den Gleichungen (8) die Zahlen a und b elimi- 
nieren, so erhalten wir 

Satz 2. Zwischen 

i'^ («1) =-Pi> i^ («-i ) --Ar P («'1 + «3 > = ^3 

besteht die algebraische Gleichung 

{Pi + P,+ P»)(* PxP.P, - gs) ■-= {piP, +PxPs + P,P, + ^ 
welche ^das Additionstheorem der ^)'Funktion in anderer Form vorstellt. 

§ 9. Darstellung der elliptischen Funktionen 

durch die ^^- Funktion. 

Es sei f(u) eine meromorphe Funktion mit den Perioden cü^, to^, 
also eine Funktion des Körpers K. Dann können ynx die Konstante c 
auf unendlich viele Weisen so wählen, daß die Gleichung f[u) = c 
keine mehrfach zu zählende Lösung besitzt (siehe § 5). 

Wir .wollen nun bezüglich der Funktion f{u) drei Fälle betrachten: 
Erster Fall: f{u) ist gerade, also fi^— u) = f{u). 



82\^ 
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Ist dann [wj eines der r Lösungssysteme der Gleichung /*(«) = c, 
so ist [— «i] ein davon verschiedenes. Denn wäre u^^ — «^(cOj,«,), 
so würde auch Wj + Ä = — w^ + ä, unter h eine beliebige Zahl ver- 
standen, sein und folglich 

fi»i + A) = n- «!+*)= /•(«! - h). f'{u^ + A) = - r K - *)' 

woraus f(u^ = folgen würde. Es wäre dann u^ eine mehrfach 
zu zählende Lösung, was der Annahme widerspricht. Aus dieser 
Bemerkung geht hervor, daß die Lösungssysteme der Gleichung 
f{u) = c in Paaren folgendermaßen angesetzt werden können: 

woraus beiläufig folgt, daß der Grad r einer geraden Funktion {[u\ 
eine gerade Zahl 2 Ä ist. Für einen andern Wert von f , den wir i 
nennen wollen, habe f{u) = i die Lösungssysteme 

Die Funktion 

hat dann dieselben Pole und Nullstellen wie die Funktion 

^ W [y. (ti) -> ^ (t; J] [y? t«) - y (t;«)] . . . Iw W -S^Ct'*)] ' 

der Quotient aus beiden Funktionen ist daher eine Konstante C 
(§ 0, Satz 1). 

Die Auflösung der Gleichung 

nach /*(«) ergibt nun den 

Satz 1. Eine gerade elliptische Funktion mit den Perioden cd^, (o^ 
ist als rationale Funktion der mit diesen Perioden gebildeten Funk- 
tion p{u) darstellbar. 

Zweiter Fall. f(u) ist ungerade, also /*(— u)= — f{u). 

Da (y)'{u) ebenfalls ungerade ist, so wird - rrr gerade sein. 
Die Anwendung von Satz 1 auf die letztere Funktion liefert den 

Satz 2. Eine ungerade elliptische Funktion mit den Perioden Oj, tt>, 
ist als Produkt von (p* (w) mit einer rationalen Funktion von p (u) dar- 
stellbar. 

Dritter Fall: Es sei f{u) eine beliebige meromorphe Funktion 
mit den Perioden co^, co^. Durch den Ansatz 

fiu) =-- l [/•(«) + /•(_ „)] -L 1 [/■(„) _ /•(_ „)] 
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wird f(u) in die Summe zweier meromorpher Funktionen zerlegt, 
welche die Perioden a>^, (o^ besitzen und von denen die erste eine 
gerade, die zweite eine ungerade Funktion ist. 

Die Anwendung der vorhergehenden Sätze ergibt daher den 

Satz 3. Eine jede eUipHsche Funktion f{u) mit den Perioden o^, a>, 
läßt sich in der Form 

(1) f{u) =^R{ip (u)) + p' {u) Ä, {p (u)) 
als rationale Funktion von p{u) und ff?'{u) darstelUn. 

Umgekehrt ist jede rationale Funktion R{jp(u)t ^' {«)) von p («) 
und p'{u) eine elliptische Funktion mit den Perioden q>^, cd^. Die 
hieraus beiläufig folgende Tatsache, daß sich jede solche rationale 
Funktion auf die Form (1) bringen läßt, kann auch leicht direkt aus 
der Differentialgleichung von p{u) nachgewiesen werden, da diese 
gestattet, die höheren Potenzen von p'{u) durch p{u) und die erste 
Potenz von p'{u) auszudrücken. 

Die Ableitungen von j?(w) geben die einfachsten Beispiele für 
die hier bewiesenen Sätze. Da jede Ableitung gerader Ordnung j3<*") 
eine gerade Funktion ist, muß sie nach Satz 1 eine rationale Funktion 
von p{u)y jede Ableitung ungerader Ordnung nach Satz 2 das Pro- 
dukt aus p' (u) und einer rationalen Funktion von p {u) sein. Setzen wir 
dementsprechend, indem wir bequemer Schreibweise wegen das Ar- 
gument u unterdrücken, 

(2) ^«»J = Ä„(^). also ^(2»+i) = Ä;(ji,).j3'. 
so wird 

(3) p"=-RM-^^*-U^' 

wie wir schon früher durch Differentiation aus der Differentialgleichung 
von p{u) fanden. 

Die Differentiation der zweiten Gleichung (2) liefert nun 

p(..+« =ä; (^) . p" + 2?;' [p) p' « = Ä.^, (j3) 

und daher 

(4) Ä„« (P) = K (F) (6 F* - 2 s^) + K {9) (4 p* - f , p - ?3) • 

Aus dieser Rekursionsformel können wir sukzessive, ausgehend 
von R^, die rationalen Funktionen Ä^, R^, ... bestimmen. Man er- 
kennt so leicht, daß 

j^«") («) = Ä„(J3) = (2 ft + 1)! ^»+1 + . . . 

eine ganze Funktion (« - j- 1 y^^ Grades von p {u) wird. 

Der Umstand, daß die hier auftretenden rationalen Funktionen 
ganze Funktionen werden, beruht auf dem leicht zu beweisenden all- 
gemeinen Satze: 
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Satz 4« Eine Funktion f{u), die im Periodenparallelograinm nur 
den einen Pol w = besitzt, ist in der Form 

darstellbar, wo R und R^^ ganze rationale Funktionen bezeichnen. 

Denn würde R{cj) für einen endlichen Wert von u unendlich, 
so würde auch /"(«) + /( — u)^2R{p{u)) für einen Wert von u 
unendlich werden, der nicht kongruent Null ist. Folglich ist R eine ganze 
rationale Funktion. Also wird auch p' (u) R^ (p(**)) für keinen zu Null 
inkongruenten Wert von u unendlich. Würde nun Ä^ für einen end- 
lichen Wert von p unendlich, so müßte zugleich p\u) = sein; es 

wäre also u einer der halben Perioden ^*-, — ^p-~^> "^ kongruent; 

dann würde aber dort — als Funktion von u mindestens von zweiter, 

p (u) nur von erster Ordnung verschwinden, also p' (u) Rj^{p{u)) doch 
unendlich werden. 

Als zweites Beispiel für Satz 1 betrachten wir die Funktion p(nuK 
wo n eine natürliche Zahl bezeichnet. Diese Funktion ist in der Tat 
gerade und besitzt die Perioden (o^ und co^. Also gilt das ,,MuUi' 
plikationstheorem" von ^(u): 

Satz 6. Es ist p{nu) als rationale Funktion von p(u) darstellbar. 

Die den einzelnen Werten von n entsprechenden Darstellungen 
sind mit Hilfe des Additionstheorems leicht erhältlich. * Z. B. ergibt 
sich aus 

(5) ^(„ + „.)=_p(.,-^^..) + ^(^Ä^>i)', 

wenn wir w^ in u hineinrücken lassen, 

oder 

wo rechter Hand ^ für j.;(m) steht. 

Ersetzt man sodann in (5) m^ durch 2 u , so ergibt sich durch 
leichte Rechnung fp{Su) usf. 

Der Hauptsatz dieses Paragraphen, der Satz 3, ist von hohem 
prinzipiellen Interesse. Er gibt uns eine klare Anschauung von der Ge- 
samtheit der Funktionen f[u), die wir zu dem System K zusammen- 
gefaßt hatten. Diese Funktionen fallen völlig zusammen mit d^jenigen, 
die sich rational aus ^?[u) und {f)'{u) aufbauen lassen. 
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§ 10. Eigenschaften der Funktionen /(u). 

Betrachten wir irgend zwei elliptische Funktionen f{u), fi{u) mit 
den Perioden co^, a>,, so ist nach Satz 3 des vorigen Paragraphen 

(1) f(«) = Ä(^,^'). fi{") = Rt{P'P')- 

Verbinden wir hiermit die Gleichung 

(2) F'^ = 4j^»-g5P~g3, 

so wird die Elimination von p und ^' eine algebraische Gleichung 

(3) G(f(u), f^(u)) = 

mit von u unabhängigen Koeffizienten liefern. Also besteht der 

Satz 1. Zwischen je zwei elliptischen Funktionen f(u), fi{u) fnit 
denselben Perioden eo^, o)^ besteht eine algebraische Gleichung mit kon* 
stanten Koeffizienten. 

Wenden wir diesen Satz an auf den Fall, wo /'i(w) = /^(w) ge- 
nommen wird^ so kommt 

Satz 2. Jede elliptische Funktion f(u) befriedigt eine algebraische 
Differentialgleichung 

deren linke Seite eine ganze Funktion mit konstanten Koeffizienten ist. 
Wir beweisen leicht durch ähnliche Betrachtungen den 

Satz 3« Jede elliptische Funktion f[u) besitzt ein algebraisches 
A dditionstheorem. 

In der Tat, es ist 

(4) f{u^ + u^) = R(p {u^ + u^) , p' (u^ + u^)) . 
Setzen wir nun zur Abkürzung 

so ist nach dem Additionstheorem der p- Funktion 

(5) ^ («1 + «,) =^i(/>i, P^ ^, />/)» 

wo Äj wieder eine rationale Funktion mit von «^ und u^ unab- 
hängigen Koeffizienten bedeutet. 

Durch Differentiation der Gleichung (5) nach «^ kommt sodann 

(6) p'{u, + u,)==f^^^p,'+lfrp''M = R,(P^.P^^^ 

wobei von der Gleichung p"(«i) = 6/)i* — |g, Gebrauch gemacht 
ist. Tragen wir die Ausdrücke von (5) und (6) in (4) ein, so erhalten 
wir etwa 

(7) f{u^ + «,) = R» (Pv Pt' P,' P,') • 

Hurwitt- CourABt, Funktionenthcorie. 11 
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Diese Gleichung kombinieren wir endlich mit den folgenden: 

Aus den fünf Gleichungen (7) und (8) ergibt sich dann durch 
Elimination der vier Größen p^, p^^ p^, p^ eine Gleichung der Gestalt 

womit unser Satz 3 bewiesen ist. 

Zu diesem Satze wollen wir noch folgendes bemerken. In seinen 
Vorlesungen über elliptische Funktionen pflegte Weierstraß von der 
Frage nach denjenigen analytischen Funktionen auszugehen^ die ein 
algebraisches Additionstheorem besitzen,- und zu beweisen, daß die- 
jenigen unter diesen Funktionen, die eindeutig und transzendent sind 



entweder rationale Funktionen einer Exponentialfunktion e oder 

elHptische Funktionen sind. Auf den Beweis dieses Satzes können 
wir aber hier nicht eingehen. 



§11. Die Funktion S(u). 

Wir wollen jetzt die Funktion C(«)j sQs deren negativ ge- 
nommene Ableitung 67 (w) gewonnen wurde, einer näheren Unter- 
suchung unterziehen. 

Es war (§ 6, (8) und § 7, (7)) 

(1) C(«*) = - + 1' (-^ + - + -^^l = -- - c:,^' - c, ^ - ... . 

Aus der Entwicklung von f(w) am Nullpunkte ist ersichtlich, daß 

(2) f(-«) = -f(«), 
also f (w) eine ungerade Funktion ist. 

Wie verhält sich nun f (w) bei Vermehrung von u um eine der 
Perioden? Da 

ist, so ist f (w + ö>i)— C(w) eine Konstante, und aus analogem Grunde 
f f « -f~ ^9) — f (") ebenfalls. Wir setzen 

(3) f(« + a)J = C(«) + .?„ C(u + a>,) = ?(«) + »?„ 

WO also rj^ und ?;, zwei Konstanten bedeuten, die wir leicht durch cOj 
und a>2 ausdrücken können. Setzen wir nämlich in den Gleichungen (3) 
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CD« , 0>a 



für u resp. —-^ und — ^ ein und berücksichtigen, daß f(w) un- 
gerade ist, so finden wir 

(4) V^==2l:{^), V,-^2^{^), 

Gleichungen, deren rechte Seiten, gemäß (l), nur noch cd^ und a>, 
enthalten. 

Durch wiederholte Anwendung der Gleichungen (3) ergibt sich 
offenbar 

(5) C(« + Wj ö>i + W.3 G>,) = C(w) + Wi rj^ + m^ tj^ , 

wenn m^, w«| irgend zwei ganze Zahlen bezeichnen. D. h. 

Bei Vermehrung des Argumentes u umeinePeriode w = mj^ a>j-f- WgCOg 
vermehrt sich die Funktion ^{u) um eine Konstante i; = Wj ^i+ w^ i;g, 
die gerade so aus tj^^, tj^ abgeleitet ist, wie die Periode w aus g)^, tt)^. 

Zwischen den Größen ti^, rj^ und 0)^, co^ besteht eine wichtige Relation, 
die man auf folgende Weise erhält. In einem Periodenparallelo- 
gramm (uq) besitzt f (m) nur einen Pol mit dem Residuum 1. Dem- 
nach ist 

JC{u)du 

= J[Ciu + m,)-^{u)]du - /[C(« + CO,) - ^{u)]du = 2ni 

oder, gemäß den Gleichungen (3), 

(6) fj^o)^ — t]^(Oj^ = 2 Tti . 

§ 12. Darstellung der elliptischen Funktionen durch i{u). 

Die Funktion f (w ~ a) hat an der Stelle w = a und den zu ihr 
kongruenten Stellen, d. h. also an jeder Stelle des Systems [a], einen 
einfachen Pol. Bei u = a gilt nach (l) des vorigen Paragraphen die 
Entwicklung 

1) ^(«_«)=^_l_ + 5p(«_a). 

Sei nun /*(«) eine eDiptische Funktion mit den Perioden o)^, co^. 
In irgendeinem Periodenparallelogramm (uq) habe f{u) nur einfache 
Pole Äj, 0,, ..., a^ mit den zugehörigen Residuen A^, A^, ..., A^. 
Da die Summe dieser Residuen verschwindet, ist 

<piu) = A,C{u - a,)+A^C{u - a,) + . .. + A^Ciu - aj 

eine Funktion, welche die Perioden co^, o)^ besitzt. Denn vermehren 
wir u z. B. um 0)^, so kommt nach Gleichung (3) in § 11 

(p{u + o)^) = (p{u) + »7i^i + i;i^, + . .. + ^a ^r =- ^(«)- 

11* 
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Außerdem hat zufolge (1) die Funktion <p[u) dieselben Pole mit 
denselben Residuen im Periodenparallelogramm (uq) wie /*(«), und die 
Differenz /*(«) — 9? (m) ist, da sie keinen Pol besitzt, eine Konstante. 
In der somit geltenden Gleichung 

(2) f{u) = A + A^ t(w - aj + A^C{u-a^) + ...+ A^C{u - a^), 

in der A eine Konstante bezeichnet, dürfen wir a. auch durch irgend- 
eine zu a^ kongruente Zahl ersetzen. Denn nach Gleichung (5) in 
§ 11 kommt dies nur darauf hinaus, daß A durch eine andere Kon- 
stante ersetzt wird. Es gilt demnach der 

Satz 1. Besitzt f[u) nur einfache Pole und bilden 

ein vollständiges System dieser Pole mit den zugehörigen meromorphen 
Teilen 

A^ A^ Af. 

, , . . . y t 

u — a^ tt — rto U — Or 

so ist 

f{u) ^ A + A^^u - a^)+ A^C(u - a^)+ ... + A^C{t* - a^). 
wo A eine geeignet zu wählende Konstante bedeutet. 

Diese Gleichung stellt, da 

(3) C(«_a) = -J- . + V' (— i__ + 1 + JlJIjfL) 

ist, offenbar die Partialbruchzerlegung von f[u) vor. 
Betrachten wir z. B. die Funktion 

wobei wir unter v ein beliebig fixiertes Argument verstehen, welches 
zunächst inkongruent zu — v vorausgesetzt wird, also keiner vollen 
oder halben Periode kongruent ist, so bilden die Punkte 

Vy —v,0 

ein vollständiges System von Polen von f{u) mit den bezüghchen 
meromorphen Teilen 

1_ _J -2 

u — v * 14 -f ü ' U ' 

Denn an den Stellen u = v, —v wird ^o[u)~-^iv) von der ersten 
Ordnung Null und an der Stelle «--0 von der zweiten Ordnung 
unendlich. Nach Satz 1 ist daher 

(^' i7(-«fr^,ö = ^ + ^'(« - ^) + ^(« + «) - 2C(«)- 
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Ersetzen wir hier u durch — «, so kommt, da ^}{u) gerade, 
u'{u) und t(tt) ungerade Funktionen sind, 

Durch Addition von (4) und (5) erkennt man, daß A = ist. 
Vertauschen wir in (4) u mit v und addieren die dadurch ent- 
stehende Gleichung zu (4), so kommt 

(6) l^fj=.^"l = ^(u + v)- du)- nv), 

\ / 2 y («) — j./ (v) ^ \ I / \ / \ / 

eine Gleichung, die wir als Additionstheorem der Funktion f (w) be- 
zeichnen wollen. 

Durch Differentiation dieser Gleichung nach u oder v ergibt sich 
das Additionstheorem der j^- Funktion in den neuen Formen 

(7) ^(u+t^)=-^w-^-^( ;;,),;;;/ j 

~y^^^^ 2 öv V y; (m) - v; (r) Z' 

Betrachten wir nun den Fall, wo f{u) Pole von beliebiger Viel- 
fachheit besitzt. Sei a irgendein Pol von f{u), so können wir den 
zugehörigen meromorphen Teil von f{u) in der Form ansetzen: 

^^^ u-a (u-a)«-^(t.-a)» * ' ' "^ V ^^ ^^ _ ^)* ' 

Nach (3) besitzt nun 

A^{u-a) + A' r(M - a) +A" C" (« -«) + •.■ + ^^*-'^ C^*-^>(w - a) 
denselben meromorphen Teil an der Stelle «, wie /*(«). Und hieraus 
schließen wir den 

Satz 2, Eine beliebige elliptische Funktion f(u) läßt sich dar- 
stellen in der Form 

( 9) f{u) =^ C + y{A C{u - a)+ A' C'(u - a) + A'' C"{u - a) + .. . 

_f.^(A-i)f(*-i)(^ -a)}, 

wobei die Summe zu erstrecken ist über die verschiedenen in einem 
Periodenparallogramm befindlichen Pole a der Funktion, die dem ein- 
zelnen Pole entsprechenden Konstanten A, A', ... dem in die Form (8) 
gesetzten meromorphen Teile von f{u) zu entnehmen sind und C eine 
Konstante bedeutet 

Die Ableitungen von f können natürlich durch die j,;- Funktion 
und ihre Ableitungen ausgedrückt werden, wodurch (9) die Gestalt 

(9') f{u) = C + y{A C{u - fl) - A'^{u - a) - /1"/(m ^ a) - . . . 
erhält. 
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§ 13. Die Funktion <t(i«). 

Integrieren wir 

(1) t(«) - - = i;' (--'- +- + -i) 

auf einem den Nullpunkt mit irgendeinem Punkte u verbindenden 
Wege, so entsteht 



wobei der Logarithmus den ganz bestimmten Wert 

*^ \ WJ J U—W 



vorstellt. Der gewählte Integrationsweg muß dabei nur der einen 
Bedingung genügen, daß er die von Null verschiedenen Perioden - 
punkte w vermeidet. 

Nach den allgemeinen Sätzen der Funktionentheorie ^) stellt nun 
das unendliche Produkt 



(2) 



<'W=«ir{(i--:)/"''^^-^] 



eine ganze Funktion von u vor, welche die Periodenpunkte zu ein- 
fachen Nullstellen besitzt. Die Gleichung (l') läßt sich so schreiben: 

(3) J(f(«)-A)i«=log"('^). 



und die logarithmische Differentiation von a («) führt auf die Funktion 
f (w) zurück: 

(4) ^(„)=^8[^) =?:(«). 

Hiermit ist f (w) und auch 

(5j ^{u) --= - r(«) = — ^«---= - a»(iö — 

durch die ganze (transzendente) Funktion o{u) ausgedrückt. 

Die Gleichungen (4) und (5) stellen die meromorphen Funktionen 
f(w) und ^j{u) als Quotienten ganzer Funktionen dar. 

Wir wollen nun die Funktion o{u) näher untersuchen. 



») Vgl. Erster Abschnitt 6. Kap. § 11. (A. d. H.) 
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Was zunächst ihre Entwicklung an der Stelle « = angeht, von 
der wir von vornherein wissen, daß sie für jeden endlichen Wert 
von u konvergieren muß, so erhalten wir vermöge 

aus Gleichung (3) 



u* «• 



(6) o(«)=«r''^*""-'-=4i-«*$+f;r-^N«+— ; 

wobei ^ die Potenzreihe 

iV * = S + ?ö"'+-"+2-M^^3r)«''"-^+-- 

bedeutet. Berücksichtigen wir, daß nach § 7, Satz 3 c^, Cg, ..., c^,... 
ganze rationale Funktionen von g^ und g^ mit rationalen Zahlen- 
koeffizienten sind, so erhalten wir aus (6) den 

Satz !• Die Entwicklung von a (u) an der Stelle w = hat die 
Gestalt 
(8) o{u) = W + *,«* + *3 w' + .. ., 

wobei die Koeffizienten ganze rationale Funktionen von g^ und g^ mit 
rationalen Zahlenkoeffizienten sind. 

Die Rechnung gibt für die ersten beiden Koeffizienten die Werte 

(Ck\ h -^ _ -^ h • -^ — -^ 

^"^^ '*« ^ 12 "~ 240 ' '*^8 — 30 " 840 ' 

Die Entwicklung (8) zeigt, daß o{u) eine ungerade Funktion ist: 

Satz 2. £"5 ist o{— u)== — o (w) . 

Wie verhält sich nun a{u) bei Vermehrung von u um eine 
Periode 

(10) w = Wj o>i + W3 o>2 ? 

Wir wissen, daß 

Nu + w) = f (w) + w oder —— --c = -^A + V 
ist, wenn wir zur Abkürzung 

(11) ^ = Wi^i+W2i?3 
setzen. Durch Integration ergibt sich demnach 

log o {u + w) = log o(u) -\- fj u -\- C y 
oder 

a {u -\-w) = e'^^^^o («) , 

eine Gleichung, die wir in der Form 

a(« + te^)==C.^''HT)a(«*) 
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schreiben wollen, wobei C eine noch zu bestimmende Konstante be- 
deutet. Um C zu berechnen, lassen wir u in den Wert — — über- 
gehen und erhalten 



w 



2 



(-!)■ 



W 



Ist nun - keine Periode, d. h. sind m^ und m^ nicht beide gerade 

Zahlen, so ist demnach C = —- 1 . Wenn dagegen -^ eine Periode 
ist, also Wj und w^ beide gerade sind, so erscheint C in derFornjg, 
weil dann o i-n) verschwindet. Dann wird also 

weil a («) eine gerade Funktion ist. Demnach gilt 

Satz 3. Sind m^ und m^ ganze Zahlen und wird 
tt^ = Wj o>i + Wg o>a , n = '^iVi + ^'i Vq 
gesetzt, so besteht die Gleichung 

(12) o{u + w) = «.^''(•*+f ) a{u) , 

wobei ß= +1 oder £= — 1 ist, je nachdem \w eine Periode ist 
oder nicht. 

Da Wj + Wg + Wj t»2 nur dann gerade ist, wenn w^ und m^ es 
sind, so kann e durch 

ausgedrückt werden. 

Aus Satz 3 folgt speziell, daß 

a (u -{- co^) = — e ^ ^ ^1 a{u)y 



(13) 



o[u-\- Wc^) = — e ^ - ' o{u) 



ist, aus welchen Gleichungen man durch wiederholte Anwendung der- 
selben die allgemeine Gleichung (12) wieder erhalten kann. 

Betrachten wir noch den Quotienten 
unter a und b irgend zwei Konstanten verstanden, so erhalten wir für 
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sein Verhalten bei Vermehrung von u um die Periode w aus (12) 
offenbar 

(15) (p{u + w) = e'f^''-^^ (p{u) . 

Der Quotient q>{u) wird also dabei mit der Konstanten tf»?(«~*) 
multipliziert 

§ 14. Darstellung der elliptischen Funktionen durch die 

Funktion o{u). 

Ist f(u) eine elliptische Funktion r^^ Grades und bilden Ä^, 5, , . . . , b^ 
ein vollständiges System von Nullstellen, a^ , a^, . . . , a^ ein vollstän- 
diges System von Polen dieser Funktion, so ist nach § 5, Satz 5 

Nun kann a^ durch ä^ + w^ a)^ + ^a o>s ersetzt werden, d. h. 
Äj, Ä,, ..., a^_i, rt^ + WjOj + w, G>g bilden gerade so gut wie a^, 
a^y ..., a^ ein vollständiges System von Polen von /*(«). 

Wir können also die Nullstellen und Pole so wählen, daß 

(1) *1 + ^ + • • • + ^ = «1 + «9 + • • • + ^r 

ist. Ist dies geschehen, so wird 

(2) Fiu) = i.(li:^i).«'J?i_-^iJ_Lii^(''^ 

die Perioden co^ und o)^ besitzen. Denn nach Gleichung (15) des 
vorigen Paragraphen wird 

zufolge der Gleichung (1). Nun hat f{u) genau dieselben Nullstellen 
und Pole wie F{u). Der Quotient beider Funktionen besitzt also 
keinen Pol und ist folglich eine Konstante. Daher gilt der 

Satz 1. Jede elliptische Funktion f(u) laß sich darstellen in 
der Form 

( 3) f{u) = c . ^(^^l^(;i:iJ>.)--<^(^-M 

wobei C eine Konstante y b^^, b^, . ,., b^ ein vollständiges System von 
Nullstellen, a^, a^, . . . , a^ ein vollständiges System von Polen der 
Funktion f{u) bezeichnen, die so gewählt sind, daß 

h + ^9 + -" + K=^l + ^9 + '•' + ^r 

ist. 

Betrachten wir beispielsweise die Funktion 

f{u) = p{u)'-'^{v). 
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unter v ein beliebig fixiertes Argument verstanden, so können wir 

b^ = Vy b^=—Vy a^ = 0, a^=0 
wählen und erhalten 

p{u)-p{v) = C- J^^^ >■. 

Um die Konstante C zu bestimmen, multiplizieren wir beide Seiten 
dieser Gleichung mit m' und lassen dann u in Null übergehen. Auf 
diese Weise kommt 

1 == C • a ( — v) o (v) . 
Also besteht der 

Satz 2« Für irgend zwei Argumente u und v giÜ die Gleichung 

(4) j,(„)_j,(.)__M^+^^^-. 

Aus dieser Gleichung folgt leicht der 

Satz 3« Für die mit den Perioden (o^ und g>, gebildet Funktion 
p («) bilden g)^ und w^ ein Paar primitiver Perioden, d, h. p (u) be- 
sitzt keine anderen als die Perioden w = m^m^-^-m^w^. 

Ist nämlich w irgendeine Periode von p{u), so ist 

/ I \ / \ a (2 tt + w) a («;) ^ 

r V ' f r V / o" (w + a;) ö* (m) 

und zwar für alle Werte von «. Folglich muß o{w) = 0, also w eine 
der Nullstellen von o{u), oder 

w ==m^(0^-\-m^ ö>, 
sein, was zu beweisen war. 

Nehmen wir auf beiden Seiten der Gleichung (4) den Logarith- 
mus und diflferentiieren sodann nach w, so kommen wir auf die früher 
(§ 12) bewiesene Gleichung 

-iK^-r-^ = f (« + V) + du ^V)- 2f («), 

aus welcher wir das Additionstheorem der Funktion f (w) erhielten. 

Eine andere interessante Folgerung aus der Gleichung (4) be- 
trifft die Funktion p'(u). 

Lassen wir nämlich in der Gleichung 

p (u) — • ^ (v) g(u-f-t;) a(u — v) 

ti — v o* (u) a* (v) u — v 

das Argument t; in w übergehen, so kommt 

/K\ fr \ a (2u) 

(5) fw=-^- 
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Wenn wir hier p{u) nach § 13, Gleichung (5) durch o{u) aus- 
drücken, erhalten wir nach leichter Rechnung das folgende bemerkens- 
werte Funktional theorem für die a- Funktion: 

(6) a (2«) = a (tt) [2 </»(«)- 3a (w)(/(w)</'(«) + a« («*)(/"(«)]. 

Als weiteres Beispiel für den allgemeinen Satz 1 betrachten 
wir die Funktion f(^u) = p'{u). Hier können wir als Nullstellen und 
Pole die folgenden wählen: 

^ = y ' ^ = -2 > ^8 == -^ ' Äj = «5 = «8 = 

und erhalten dann 



(7) /W=C.- 



o»(u) 



Für die Konstante C ergibt sich, indem man mit u* multipliziert 
und sodann « = setzt, der Wert 

(8) C-- ' 



C^H-'i^H^y 



§ 15. Die Funktionen p(ti), i{u)yO{u) 
als Funktionen von u, co^, to^. 

Die Funktionen fp{u), C{u), o{u) sind erst bestimmt, nachdem 

die Perioden co^ und co^ der Bedingung gemäß, daß — einen nicht 

reellen Wert besitzen soll, gewählt worden sind. Diese Funktionen 
sind also Funktionen von drei Argumenten u, o^, o), und mögen 
als solche mit 

bezeichnet werden. 

Die Definitionsgleichung von ^(w/co^, o>g), nämlich 

zeigt, daß diese Funktion homogen in den drei Argumenten ist. Denn 
für einen beliebigen Faktor X gilt offenbar die Gleichung 

(2) p{XuH(o^y ^ö>2) = x«'^^W^i' ^«)- 

Analog finden wir aus den Definitionsgleichungen der f- und der 
a- Funktion 

(3) |CU«Mö>i' Aft>9)=yC(w/«>i» ^%)y 
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Es gilt also der 

Satz 1. Die Funktionen p, f , o sind homogene Funktionen der 
drei Argumente u, (o^, co^ von den bezüglichen Graden —2, —1, +1- 

Infolgedessen lassen sich diese Funktionen leicht auf solche von 
nur zwei Argumenten zurückfuhren. 

Wählen wir nämlich in den Gleichungen (2) und (3) für i den 
Wert — , so ergibt sich 

(4) ^K/a>,, <«J=:l,j>(^/l, ^), 

und hiermit sind die Funktionen auf solche der beiden Argumente 
— , ~ zurückgeführt. 



COj Wj 



Wir wollen hier noch die Frage behandeln, wann identisch in 
der Variablen u 

(5) ^) {ujw^ ,(o^) = ^ {u!cü^\ o>/) 

ist, oder, was dasselbe ist, die Frage: 

Wann ist die mit den Perioden cwj , od^ gebildete Funktion p(u) 
identisch mit derjenigen, die mit den Perioden co^', od^' gebildet ist.^ 

Besteht die Gleichung (5), so sindcüj, o)^ sowohl wie auch cü^', 
a>,' primitive Perioden der Funktion Ji7(m), und es fallen daher 
die aus cw^ und cOg abgeleiteten Perioden 

(6) w =^ m^ ODj^ + m^ (o^ 
völlig zusammen mit den aus cü/, co^' abgeleiteten 

(7) w' = w/ ö>/ + w/ a>/ . 

Diese notwendige Bedingung für das Bestehen der Gleichung (5 ) 
ist auch hinreichend. Denn sind die Werte w in ihrer Gesamtheit 
identisch mit den Werten w', so sind auch nach Gleichung (1) die 
mit den Perioden co^, a>g bzw. a>/, co^' gebildeten ji?- Funktionen iden- 
tisch gleich. 

Wir führen nun folgende Definition ein: 

Zwei Größenpaare {(Oj^, co^) und (co^ , o)^') heißen äquivalent, wenn 
die aus dem einen Paare abgeleiteten Perioden w in ihrer Gesamiheii 
völlig zusammenfallen mit den aus dem andern Paare abgeleiteten 
Perioden w' , 

Es besteht also dann der 

Satz 1. Damit aus den Perioden cüj, Og dieselbe p^Funktioft 
entspringt, wie aus den Perioden cö^', cö^', ist notwendig und hin- 
reichend, daß die Größenpaare (cüj, w^) und {(Oj^, m{) äquivalent sind. 
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Wir wollen jetzt die Bedingung, daß die Gesamtheit der Werte 
(6) mit der der Werte (7) identisch sein soll, näher betrachten, wobei 

wir nur die Voraussetzung machen wollen, daß der Quotient — keine 

radonale Zahl sei. 

Sollen die w mit den u/ zusammenfallen, so müssen jedenfalls 
Gleichungen folgender Gestalt bestehen: 

(8) a>/ = aö>i + jSö)^, (o^ = yfo^-{-d(o^, 

(8') (o^ = cl o>^ + p cog', a>a = / a>/ + 6' cOg' , 

wobei a , ß , . . . , d' ganze Zahlen bedeuten. Tragen wir die Werte 
von a>j', (üg' aus (8) in (8') ein, so ergibt sich 

und, da — keine rationale Zahl sein soll, müssen diese Gleichungen 

in cOj , G>g identisch bestehen, d. h. es muß 

a^a + ß!y = \, (/ ß + ß" d •= , /a+d'y = Oy / ß -^ d' d = 1 

sein. Nach dem Determinanten-Multiplikationssatz folgt hieraus 

(ad-ßy) ((/d'-ß'y') = l 
und daher 

(9) ad — ßy== ±1. 

Umgekehrt : Bestehen die Gleichungen (8), wo a, ß, y, d ganze 
Zahlen der Determinante ± 1 bedeuten, so erhalten wir 'durch Auf- 
lösung dieser Gleichungen 

und es ist klar, daß jede Zahl w = in^w^-{-m^ o), auch in die Form 
w' = w/ (o^ + Wg' o>a' gesetzt werden kann und umgekehrt, daß also 
(ö>j, a>g) und {(o^t (O^) äquivalente Paare sind. 

Satz 2. Unter der Voraussäzung, daß — nicht rational ist, ist 

die notwendige und hinreichende Bedingung für die Äquivalenz der 
Größenpaare (w^, co^) und {(o^ a>g') das Bestehen zweier Gleichungen 
der Gestalt 

(o^ = ao)^ + ß(o^, o)^ = y(o^ + do)^, 

tvobei (c, ßy y, ö ganze Zahlen der Determinante 

ad- ßy-= ± 1 
bedeuten.. 

Der Satz 1 bleibt offenbar gültig, wenn wir in seinem Ausspruch 
an die Stelle der ^-Funktion die f-Funkdon oder die a-Funktion 

treten lassen. Denn, da p(w)= — C't") "^^ f («) =^ — .^*^Mst, sowird 
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die Gleichung (5) gelten, wenn aus dem Paare (o^, q>,) dieselbe 
Funktion f(w) oder a{u) entspringt wie aus dem Paare (co/, (o^')- 

Da die Entwicklungen der Funktionen p{u), ^{u), o{u) an der 
Stelle u = Koeffizienten besitzen, die ganze rationale Funktionen von 
g^ und gg sind, so kann man die Funktionen auch als Funktionen 
von u, gj, gj betrachten. Dabei ist allerdings die Variabilität der 
Argumente g^, g^ auf solche Werte beschränkt, für welche die 
Gleichungen 

(10) g, = 60^'^, f,= 1402;'i (w=«,a>,+«,«ü,. 



durch ein Wertepaar (cü^ , ö>g) befriedigt werden kann, für welches ~ 

einen nicht reellen Wert besitzt. Da diurch die Werte von g^ und g^ 
die Entwicklung von p(u) an der Stelle u = völlig bestimmt ist und 
also auch die Funktion j^ (w) selbst, so werden zwei Lösungen (a>j, cü^I 
und (a>/, a>j') der Gleichungen (10) nach Satz 1 notwendig äqui- 
valent sein. Die Theorie der Gleichungen (10) werden wir später 
im 4. Kapitel eingehend behandeln. 



Tabellarische Obersicht zum 1« Kapitel. 



u "^ (u — W w w^j o {u 



{w==m^a}i + m^at^} 



i^W „« + -2/ \(u~wy w^f du\a(u))' 



i 



(2) 



a(tt) ==«-f *a«*-f*s «*' + ..•+ *„«'"*""^ + ... 



Sn+l 



^W = ^-f«'-T'''--2^!:T« 



^(w) = -« + ^«*** + ^«"* 4- . . . 4- c„« 






M 



"i • • • . 



Die Koeffizienten c^ sind ^anze rationale Funktionen von g^y g^ mit posi- 
tiven rationalen Koeffizienten, die Koeffizienten k^ ^anze rationale Funktionen 
von g^ , g^ mit rationalen Koeffizienten : 

ft = 60i;'A,. ff, = 140 2;' -ji 



13) 
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(4) 



(ö) 



(6) 



C (u -\- w) = C (u) -{- tj y « = + 1 oder — 1 , je nachdem 

„L^^\ »»1» ^i beide gerade sind oder nicht. 

o (1* -f f ) o (tt — v) 






a«(u)a«(t;) 



f(« + t/) + C(«-»)-2f(«) = 



P'W 



^ (u) - s^ (t;) 



Darstellung der meromorphen Funktionen f{u) mit den Perioden o>^ , 00^ 
durch a(f#), C(«), ,V>(w): 



(7) 



/^(tt) = C.^^^ 



(&l + &a + ...4-ftr=«i + «a + ---4-«r) 



o (w— «i) o (u— a,) . . .a (tt — «r) 






;)) + i.'(«)Ä,C^(u)). 



2. Kapitel. 

Die Theta-Punktionen« 

Wir werden jetzt die im ersten Kapitel betrachteten Funktionen 
durch außerordentlich stark konvergierende Reihen, die sogenannten 
Thetareihen, darstellen. Diese Darstellung beruht auf einem allge- 
meinen Satze, den wir im § 1 vorauf schicken. 

§ 1. Darstellung ganzer Funktionen mit einer gegebenen 

Periode. 

Es sei 9?(w) eine ganze Funktion von u mit der von Null ver- 
schiedenen Periode a>. Indem wir 

2ytiu 

(1) (?"""^-=f 

setzen, woDen wir untersuchen, wie sich <p{u) als Fimktion von f ver- 
hält. Dabei möge u durch die Punkte einer ersten Ebene, der «-Ebene, 
f durch die Punkte einer zweiten Ebene, der f -Ebene, repräsentiert 
werden. Fixieren wir in der letzteren einen vom Nullpunkt verschie- 
denen, im Endlichen liegenden Punkt 
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SO entsprechen diesem in der w- Ebene die Punkte 

u = ö^. (log a-\-m'27zi) = ^, log a + m o), 

WO log a den Hauptwert des Logarithmus bezeichnet und m alle ganzen 
Zahlen durchläuft. Da (p (u) die Periode to besitzt, so entspricht dem 
fixierten Werte f = a der eine Wert 



^w^^fe^^^**)* 



D. h. es ist (p{u)y angesehen als Funktion von f, eine eindeutige Funktion 
in derjenigen Domäne, welche aus der ganzen f -Ebene mit Aus- 
schluß der Punkte f = und f = oo besteht 

Wir zeigen nun leicht, daß diese Funktion in der genannten 
Domäne regulär ist. Seien nämlich a und b entsprechende Punkte 
der f- und der «-Ebene, so daß 

(2) ^ « =a 

ist. Liegt dann u in der Umgebung von h, so liegt f in der Um- 
gebung von a, und aus (1) und (2) folgt 

.—""=^ = 1 + ^=^ 

a ' a 

und also 

« - ' - ^M- + ^1 = -Ä (^" - 1 (¥)'+■••)= w« - "• 

Aus der Entwicklung von (p{u) in der Umgebung von u = b: 

9^(«) = ^0 + ^1 (^ - *) + c, (w - ö)^ + . . . 
ergibt sich nun 

so daß in der Tat q? (u) für die Umgebung von ^ = a durch eine 
gewöhnliche Potenzreihe darstellbar ist. 

Beschreiben wir jetzt in der C- Ebene um den Nullpunkt als 
Mittelpunkt einen Kreis mit beliebig klein gewähltem Radius und 
einen zweiten Kreis mit beliebig großem Radius, so besteht nach 
dem Lawf^n/schen Satze für die Punkte in dem von beiden Kreisen 
begrenzten Kreisring die Darstellung von <p{u): 

(3) <p(«) = 2"^„r = 2^^„^ " • 

— OO —00 

Es gilt also der 

Satz: Jede ganze Funktion q^{u) von u mit der Periode co laß 
sich gemäß (3) durch eine beständig konvergierende Potenzreihe dar- 

2jtiu 

stellen, die nach Potenzen von e "^ mit positiven und negativen ganz- 
zahligen Exponenten fortschreitet. 



§ 2. Bezeichnungen. 
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§ 2. Bezeichnungen. 

Wir betrachten, wie im ersten Kapitel, Funktionen der Variablen u 
und der Größen oDj^, od^, wollen dabei aber einige neue Bezeichnungen 
gebrauchen, an denen wir ein für allemal festhalten werden. Wir 
setzen nämlich 

(1) coj = 2 o>, (o^ = 2(o', 

so daß also co und co' die halben Perioden ^cd^ bzw. ^co^ bedeuten; 
femer sei 



r = 



CO, 



CD 
€0 






V = 



u 



2o} ' 



tnv 



Z = d»"- = ^ 






(2) 

(3) 
(4) 

(6) 

(6) 

Die Gleichung rj^^co^ — fi^€Oy^ = 2 7ii stellt sich in den neuen Be- 
zeichnungen so dar: 

(7) tjo}' — tj'co = \7ti. 

Die Größen co^ imd a>, sollen der Bedingung genügen, daß der 
positive Umlaufungssinn des Periodenparallelogramms (0) durch die 
Eckenfolge 0, ü>^, (o^-{-0)^y o>, ge- 
geben ist Dies hat zur Folge, daß 
der Punkt 0), auf derselben Seite der 
Geraden . . . co^ liegt wie der Punkt 
fft>j. Es ist daher (vgl. die Figur 66) 

wo r und 5 reell sind und s > ist 
Daher kommt 



(8) 
und 

(9) 



<ö, 



T = — = fjf-*S, 5>0 



<o. 




•f'W, 



h\ = !^»^-^(M-'«)I ^^-.-rs<- 1. 



Wir bemerken noch, daß wir für jeden beliebigen Wert des 
Exponenten q unter 

h^ bzw. «^ 
stets 

ij'"'^ bzw. tf*^'- 
verstehen werden. 



Hurwiti-Courant, Funktionentheorie. 
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§ 3. Die Funktion ^i{v). 

Das Verhalten der Funktion o (u) bei Vermehrung von u um w^ 
oder a>g (Kap. 1, §13, (13)) drückt sich in den neuen Bezeichnungen 
so aus : 

(1) a(« + 2a>)= -ß«'/(*+"'>o(«), a(« + 2a)')= -^«V(«+«')öi„ . 
Wir wollen nun die Konstanten a und b so bestimmen, daß 

(p(u) = <?•«•+*•• a(«) 
die Periode 2 ö) besitzt. Da 

y(« + 2a)) ^ _^B(2aa,+i,)(«+o>)+6.2a> *'(**±2?)')^ _ ^2{«acu' + i7') (••+«')+6««' 
97(«) ' ^(«) 

wird, so erreichen wir dies, wenn wir 

2 CO 2(0 

wählen. Zugleich wird dann, wie eine leichte Rechnung ergibt, unter 
Berücksichtigung von § 2,(7), 






n$u 



<p{u) 
Demnach finden wir: 

Satz 1. Für die Funktion 



= — tf« « = _tf «=— ^-2 



rjuß niu t/u* 



(2) (p[u) = e »^ 2^a(«) = ^ «'''•^a(«) 
ge/^en die Gleichungen 

(3) 9?(« + 2cü) = 9?(«), q>(u + 2(o')= —z'~^<p{u). 

Da nun 9? (u) eine ganze Funktion von « ist, so haben wir nach § 1 



— 30 — » 



Tragen wir dies in die zweitiB Gleichung (3) ein, so wird 

(p{u+2ü}')= ^A^z^''h^''= -2'^«^'""^= -^^n+iz^"", 

n n n 

woraus durch Koeffizienten vergleichung 
oder 
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folgt. Die linke Seite dieser Gleichung geht dadurch aus der rechten 
hervor, daß man n durch n-]- 1 ersetzt. Hieraus schließt man, daß 

für jeden Index n denselben Wert besitzt. Nennen wir diesen Wert 
C»*, so wird 

wobei C eine Konstante bezeichnet. 

Wir führen nun folgende dauernde Bezeichnung ein: 

(I) », (v) = ,• i;( - 1)" äPV) .^«.-1 

n 

und haben dann nach (2) 

o{u) = e^ z-'^(p{u) = e'^ C "»^{v). 

Zur Bestimmung der Konstanten C dividieren wir mit m = 2 co • v 
und lassen dann u = (und also auch v = 0) werden. Dadurch kommt, 

und also 

(«) a(„) = .-.^.*,(.), (« = .^). 

Die Reihe, welche 'äj^(v) definiert, können wir noch etwas anders 
schreiben. Dabei wollen wir ein für allemal folgendes verabreden: 

Der Summationsluchstabe n seil iUts alle ganzen Zahlen von^ 
— cx) bis -f" oo durchlaufen, der Summaticnsluchstabe g alle geraden 
natürlichen Zahlen (2, 4, 6, . . .) und der Summaticnsbuch Stabe v alle 
ungeraden naiüflichen Zahlen (1, 3, 5, . . .). Dasselbe soll für die Buch' 
Stäben n, g, v gelten, wenn dieselben als laufende Indizes bei einem 
unendlichen Produkte auftreten. 

Nach dieser Festsetzung wird wegen (I) 

{ 9+1 r« -»'+1 f* 

da die Zahlen v und —v zusammen alle Zahlen 2 n — 1 ausmachen. Da 

(-i)«~=(-ir.(-i) *' =-(-ip""- 

und 

z"" — z-"" ^e''*'''' — ^-vi.Tp ^ 2»sin(yjit;) 

12* 
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ist, so kommt 



v-l y« 



.*,(») = 2 j;(-l) * h*sm{v7tv) 

= 2 I Ä * sin (jrü) — Ä * sin (3 tiv) + ä * sin (5 jiv) [--••/• 

Die Funktion ^^{v) nennen wir die erste Thetafunkiion, die sie 
definierende Reihe (I) oder (I') die erste Thetareihe. Die Funktion ist 
eine ganze Funktion von v, die ungerade ist. Sie hängt außer von r 
noch von dem Periodenverhältnis t ab, was wir nötigenfalls dadurch 
zum Ausdruck bringen werden, daß wir t\ (r/r) statt ö^ (v) schreiben. 



§ 4. Die Funktionen (J^i{u)y ^r^Cu), <r,(u). 

Neben der Funktion ^^{v) haben wir noch drei weitere Thäa- 
funktionell einzuführen, die wir am besten an die von Weiersirass 
mit aj(«), a, («), o^{u) bezeichneten Funktionen anknüpfen. Setzen 
wir in der Gleichung 

(1) ^(«)-fr'(«)=-- >(^«T«y^ 

für u' eine hzlbe Periode 

(2) (b = mcD -{- m' (o' y 

so daß m und m' ganze Zahlen bedeuten, die nicht beide gerade 
sind, so ergibt sich 



/ \ / • \ o (tt 4- d>) a (a> — w) 



(u) a« (CO) 

Nun ist aber 

und hieraus folgt, wenn u durch u — c7) ersetzt wird, 

a(« + d)) ^ —e^''^o(u — (b) = e^^'^o{a} — u), 
so daß man 

(3) ^(«j_^^«,)^^l-^^jjA__J, 

erhält. Hier nehmen wir nun sukzessive 

m = l, m' — 0; w = l, m'-=l; m = 0, m' == 1 , 
setzen also der Reihe nach 

ce> =- CO -= 2 , ö> ^^ Cü + (/i - 2 — ^' (o = CD = -? • 
Mit den Abkürzungen 

•^ ö(w) •*■ a(o)-rCü') *^ ^ ö(w') 
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liefert dann (3) die Gleichungen 

(^) ^w-'x=[?feT' ^(«)-^.=[?gr' Fw-^.=[?g: 

welche in Evidenz setzen, daß jede der drei Funktionen ß?(«) — ^^ 
nur zweifache Nullstellen und zweifache Pole besitzt. 

Die durch die Gleichungen (4) definierten Funktionen Oj(«), a,(«), 
o^{u) sind ganze Funktionen von u, und zwar gerade Funktionen, 
wie aus der Gleichung 

e~^^o{u -^ (b) = e^^ a{(b — u) 

erhellt. Außerdem ist nach (4) 

(6) a,(0)==a,(0) = a3(0)=l. 

Unter Berücksichtigung der letzteren Gleichungen und der Diffe- 
rentialgleichung von ^ {u) folgt durch Multiplikation der Gleichungen (5) 
leicht 

§ 5. Die Funktionen ^«(t?), 9^t(v)y ^o(t;>. 

Aus der Gleichung (II) in § 3 , nämhch 

(1) o[u) = C.e'^»,{^, 

in welcher C eine Konstante, d h. eine von u unabhängige Zahl be* 
deutet, erhalten wir leicht analoge Darstellungen für die Funktionen 

a,(«), o^{u),o^{uy 

Setzen wir, wie im vorigen Paragraphen, 
|2) ai — wa> + w'q>', ^ = m /j -{- m' tj' , 

so ergibt sich zunächst 

a (<o) a (a>) * \ 2 co / 

oder nach leichter Rechnung 

,3, ,«.^Il!L) = C..^..^'"'-''"^.^,(^-^) 

wo von der Gleichung 
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Gebrauch gemacht ist und C eine Konstante bedeutet. Die Gleichung (3 
spaltet sich in die drei Gleichungen 



(4) 






fjU^ 



Benutzen wir hier die Gleichungen (1) und (I') von § 3, so kommt 

*i(i-»')=-*i(''-i)=-»i;(-irA^^(- »«)""-' 






2^A* cos(yjit;). 



-i r::. 



Setzen wir hierin t; — 4 für v, also ^A für z, so ergibt sich weiter 



2»-l\< Sn-l 



*^(¥ + J-'') = ^*^'""^-* 



-J 



« .28»-! = A '2^*' 



.(■-1)» ,i«-s 



n 

und wenn hier v durch v + 1 ersetzt wird, also z durch »z. 
Wir setzen nun 

i / 2n-l \« 



=' 2[Äicos jiv -|~ Ä^cos Sjiv + ä* cos 5?h; -}-...], 



rS» 



(5) j^»('')=f*-*^ 

= 1 +2Acos2wv + 2Ä*cos4»» + 2A*cos6jh; + .... 

n 

= 1 — 2äcos27it; + 2A*cos47rt;— 2Ä*cos6 7rv H • ■ 

Dann verwandeln sich die Gleichungen (4) zunächst in 



§ 6. Zusammenstellung. 
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wobei C^y C3 neue Konstante bezeichnen. Bestimmen wir diese und 
Cj, indem wir w = 0, v == setzen, so kommt schließlich 



tfU* 



(6) 



a^(u) = e» 



Q> 



#.(0)' 



■»" 



_/»<;^M 



<'.(«)=«*"^). «.(«)=''• 



1^ ^.C") 
*o(ö)' 



§ 6. Zusammenstellung. 

Wir stellen hier noch einmal die Definitionsgleichungen der vier 
^-Funktionen und ihren Zusammenhang mit den a-Funktionen und 
der 1^;- Funktion übersichtlich zusammen. Bezüglich der Bezeichnungen 
bemerken wir folgendes: Die nach der Variablen v genommenen Ab- 
leitungen der #- Funktionen sollen durch Striche angedeutet werden, 
so daß z. B. ^o{v) den zweiten nach v genommenen Diflferential- 
quotienten der Funktion #q(v) bedeutet. Werden diese Funktionen 
und ihre Ableitungen ohne Hinzufügen des Argumentes v geschrieben, 
so meinen wir, wenn nicht ausdrücklich das Gegenteil bemerkt wird, 
denjenigen Wert, welcher dem Argumente v = entspricht („Nullwert'* 
der betreffenden Funktion). Endlich soll die Funktion ^^^(t;) auch mit 
^^{v) bezeichnet werden, weü es dadurch möglich wird, mehrere 
Formeln in eine einzige zusammenzufassen.^) 

Wir haben nun folgende Gleichungen: 

= 2[h* sinnv — Ä*sin3^v + A* sin 6 71 v — + • • •] 

(I) ) 1. * «A 

= 2[h* cosnv -\-h* cosSnv -}- h^ cosbnv -\- ...] 

= 1 +2äcos2jtv + 2h^cos4nv + 2ä*cos6jtt; + ... 

*oW=i;(-i)"*""^" 

= 1 — 2ÄCOS 271t; + 2Ä* cos 471V— 2Ä*cos6;n;H ..., 



(U) 



2ö) -z — 



a(«)=^-,-^'"»-*,(f) 



*, 



1 1^ 



(III) 






U 



wobei v = tr— ist. 

2a) 



^) In der Literatur werden die Funktionen ^^(v), ^«(v), ^s(v)> ^o(^) ^^^^ 
mit ^ijlCü), d|o(«')» *ooW» ^01 W bezeichnet (A. d. H.). 
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Durch die Gleichungen (III) sind die Wurzeln Vp{u) — e^ als 
eindeutige Funktionen von u erldäxt Was die auftretenden „Null- 
werte" angeht, so sind dieselben nach (I) durch die stark konvergie- 
renden Reihen dargestellt: 



(IV) 






49 



2 [A* + Ä* + AT -f. AT + . . .] 

1 + 2Ä + 2Ä* + 2Ä» + ... 
1- 2Ä+2Ä*- 2Ä«+ -.... 



-...] 



§ 7. Zusammenfassende Darstellung der ^-Funktionen. 
^-Funktionen als Funktionen von v und r. 



Die vier #• Funktionen sind spezielle Fälle der von Hermite ein- 
geführten Funktion 



(1) 



ö...(t') =^i/'-"("^^)^""^"''^^"'"" 



»= — OD 



in welcher wir v, /i, v als unbeschränkt veränderliche komplexe Variable 
betrachten^), dagegen x = r-\-is auf die „obere Halbebene" ein- 
schränken wollen, d. h. auf dasjenige Gebiet der r-Ebene, welches 
durch s > charakterisiert ist. Wir werden weiterhin zeigen, daß 
®iu,v(v) eine ganze Funktion von jeder der Variablen v,fi,v und 
eine reguläre Funktion von t in der oberen t- Halbebene ist. Zu- 
nächst schreiben wir die Reihe (l) in der Gestalt 



(1') 



e.. ,(v)= y.e'''"'-hS 2 f 



z««+-». 



n= — 00 



(2) 



Vergleichen wir hiermit die Definitionsgleichungen der t?- Funk- 
tionen (I) des vorigen Paragraphen, so erkennen wir, daß 

*,(")= Öo,o(f), 
ist. Dabei ist zu beachten, daß in den Definitionsgleichungen von 

m 

#j(v) und '&^{v) der Summationsbuchstabe « durch n -{- 1 ersetzt wird, 
was erlaubt ist, weil n alle ganzen Zahlen von — - cx) bis + oo durchläuft 



^) V bedeutet also in diesem Paragraphen keinen Summationsbuchstaben. 

(A. d. H.) 
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Wir wollen nun die Konvergenz der Reihe (l) direkt untersuchen, 
wobei wir sie als Summe der beiden Reihen 

n=l 

auffassen. Die Variablen v, ^, v schränken wir auf beliebige ganz im 
Endlichen liegende Gebiete ein, die Variable r auf ein ganz im End- 
lichen und im Innern der oberen r- Halbebene liegendes Gebiet C. 

Für alle in Betracht gezogenen Werte von v, /i, y, x konvergiert 
dann jede der Reihsn f^,v{v) und gfi,y{v) absolut und gleichmäßig. 

Da 

ist, so genügt es, diesen Satz für die Reihe /"^.„(v) zu beweisen. 

Nach Abtrennungf eines von n unabhängigen Faktors lautet das 
allgemeine Glied von ffi,r{v) 

wo zur Abkürzung 

i4 s= 2t; + ^A* +*' 
gesetzt ist. Wenn nun 

T = Tj + »T,, A = A^ + iA^ 

ist, so wird der kleinste Wert, den t, im Gebiete G' hat, ein gewisser 
positiver Wert t^°^ und der kleinste Wert, den A^ für alle in Betracht 
gezogene Werte von v, jll, r, r annimmt, ein gewisser endlicher Wert 
i4^^ sein. Es ist dann 



Nun ist weiter, wenn n groß genug geworden ist, etwa für n^iV, 

weil t^^^ > ist Folghch hat man für alle in Betracht kommenden 
Werte v, jiji, v, r 

woraus die Behauptung folgt. 



*) Das Symbol <^ ist im ersten Abschnitt Kap. 1, § 7 eingeführt worden. 
(A. d. H.) 
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Die Reihe ©^^ ^ (v) stellt daher eine für alle endlichen Werte der 
Variablen v, /i, v und alle Werte von t, die positive zweite Koordi- 
nate T, besitzen, reguläre Funktion jeder Variablen dar, deren nach 
diesen Variablen genommene Differentialquotienten durch gliedweise 
Differentiation der Reihe gebildet werden können. 

Hiernach bestätigt man sofort, daß 0,«;»(t;) der partiellen Dif- 
ferentialgleichung 

d^e de 

(3) -^ = 4*'» " 



A*»»' 



genügt. Zufolge (2) genügt also auch jede der vier ^-Funktionen 
dieser Differentialgleichung. 

Die Reihe (1) ändert sich nicht, wenn wir v durch v + 2 ersetzen. 
Sie nimmt den Faktor e^*"^ auf, wenn ßi um 2 vermehrt wird und 
dann n durch n — 1 ersetzt wird. 

Die Funktion 0tt,^(v) g^wÄg/ daher den Funktionalgleichungen: 

Eine weitere Funktionalgleichung erhalten wir durch folgende 
Betrachtung: 

Bedeuten fi' und v', ebenso wie /i und v zwei beliebige komplexe 
Zahlen, so ist der Exponent von e im allgemeinen Gliede der Reihe 

nämlich 

2»«t>(n + ^')+t«T(n + ^'t'^y + »jrn(»' + v'), 

darstellbar in der Form 

2fw(t; + — t^)(n + ^) +inx\n-\-f^ +i7inv + in(x'v 

Daher befriedigt die Funktion Ofi,y{v) die Gleichung 

(5) ©^+^^,,+^'(i;)=e * « ö^^.^l^vH 2^j» 

oder in anderer Schreibweise: 



fiV -^'« 



Durch die Gleichung (5) kann die Funktion 0^, »-(v) auf jede andere 
solche Funktion mit beliebig vorgeschriebenen Werten von /i imd v, 
2. B. auf die Funktion 0o,o(v), also auf ^3(1;), zurückgeführt werden. 
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§ 8. Verwandlungsformeln und Nullstellen der vier 

^-Funktionen. 

Nehmen wir in der Gleichung (5') des vorigen Paragraphen für 
/*, y, yu',r' gahze Zahlen der Reihe 0,1,2, und berücksichtigen wir 
dabei die Gleichungen (4) und (2) desselben Paragraphen, so erhalten 
wir ein System von Gleichungen, welches wir in nachfolgender Tabelle 
übersichtlich zusammenstellen. 



(1) 



Zur Abkürzung setzen wir: 

Verwandlungstabelle der ^-Fimktionen. 





•4 


"+i 


"+1+^ 


ü-hl 


v-ri 


t/-f 1 -^T 




*. 


*. 


tm^o 


m^3 


-*i 


-*tfj 


Ad, 




*. 


-*. 


m^g 


— »m^o 


-^, 


k^^ 


-Ai^j 




*. 


*. 


m^^ 


im^i 


^. 


*^3 


Ad, 




*. 


*. 


im^^ 


m^. 


^0 


-A^ 


-Ado 



Diese Tabelle ist so zu verstehen: Wollen wir ^a ( t' + -s "f~^) 

bestimmen, so haben wir diejenige Horizontalreihe der Tabelle zu 
nehmen, vor welcher '&„ steht, also die erste, zweite, dritte oder vierte, 
je nachdem a=l,2, 3 oder ist In dieser Horizontalreihe steht 

der zu bestimmende Wert in der mit v + ö* + ^ überschriebenen 

Vertikalreihe. Z. B. ist also 

usf. 

Wir fügen dieser Tabelle noch eine zweite hinzu, welche die 
Nullstellen und die ihnen entsprechenden Werte von z^ = e^*^^ für 
die Thetafunktionen enthält. 

Nach (II) in § 6 hat '&j^{v) dieselben Nullstellen wie o{u) = a{2cDv); 
d. h. ^^{v) verschwindet für 2 a> v = « • 2 ö> + »' • 2 a>' oder für 

wo n und «' alle ganzen Zahlen von — oo bis -f- cx) zu durchlaufen 
haben. 
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Die Nullstellen der übrigen Thetafunktionen lesen wir aus der 
vorstehenden Tabelle ab. Z. B. haben wir 

*,(" + !)=-*,(«'). 

und daher erhalten wir die Nullstellen von ^^ (y), wenn wir diejenigen 
von ^^(v) um | vermehren. So entsteht die folgende 

Tabelle der Nullstellen der ^-Funktionen. 





V = 


z* = ^^'■-" = 


«. 


n+n'v 


)?'■ 


*. 


H+n'T + ^ 


-*»•' 


*. 


" + "^+2 + 2 


-A*"'+l 


*0 




j8«' + l 



Diese Tabellen werden wir weiterhin zu benutzen haben. 



§ 9. Darstellung von e^^ e^^ e, und J 
durch die Nullwerte der ^. 

Setzen wir in der Formel (III) § 6 



und sodann 



so kommt 



« = CO, also t; = -^ = i , 



« = CO + o)', also r = 2^ = i + J, 



'1) 



Ve, - <!fc = - ?- 



*i' 



2(o ^ 



*+i 



1 



V^» **— 2<o * 



*.' 



*+l 






(* = 1, 2, 3) 



wobei zu beachten ist, daß '9^{v) dasselbe wie ^q{v) bedeutet. 

Die erste dieser Gleichungen wenden wir an für Ä = 2, 3, die 
zweite für k = 3. Die auftretenden Werte der d-Funktionen können 
wir dann vermöge der Verwandlungstabelle des vorigen Paragraphen 
auf die Nullwerte zurückführen. Z. B. ist i^^ (v ~\- \) = ^q (v) und daher 

*3^i)=*o(0)-*o- 
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Auf diese Weise finden wir 



1 *,' 



(2) 



V«i - «, = 



'.(I) 



1 i>/ ^, 



v^r^-ir. 



Ve^ — ^ft = 



'2 



8 



2(0 «, 


*.a) 


1 .*•'. 


^n^y • 1 tf/ d. 


2(» #, 


,^(1) 


1 ,*/ 


*n2~^2/ 1 ^/ *, 



2(k> ^. 



2 a> /^A ^> 



Durch diese Gleichungen ist je ein bestimmter unter den beiden 

Werten der Quadratwurzeln Ve^ — ^^ als eindeutige Funktion des 
Periodenverhältnisses r in der oberen r- Halbebene dargestellt, wenn 
wir die Gleichungen (IV) von § 6 heranziehen. 

Um ej^ direkt zu berechnen, setzen wir die Gleichung (III) § 6 in 
die Form 



/f 



Vp{2mv)-e, 



1 *»+! 2 



+ ... 



"' V* 



2«. ^*,' . , 



- 2^\,^ + VÄ~" - 3 "tf7"j'2 ^-'V- 



Da die Entwicklung von p{2(av) an der Stelle v = kein kon- 
stantes Glied enthält, so ist — e^ das konstante Glied in der Ent- 
wicklung des Quadrats der rechten Seite vorstehender Gleichung nach 
Potenzen von v. Dies gibt: 



(3) 



1 /i &r ^+i\ 

4o*\9 */ »^^J 



(Ä=l,2, 3). 



Da die Summe «,+«, + e. verschwindet, folgt 



(4) 



»r _ V »." V 

Nun erhalten wir aus den Differentialgleichungen 






= 4 » Ä 



3ti* -'•• g^ > g^f . , — dv dt 

denen die vier i?- Funktionen genügen, für r = 



(■5) 



* * = 4 i 



n 



d^ 



*/" 



4 in 



d^,' 



so daß die Gleichung (4) so geschrieben werden kann: 

1 d^i' 1 ^^a , 1 ö^g , 1 ^^0 



^/ £?T 



^« ÖT ~ ^j ar ' ^0 dx 
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Durch Integration folgt 

wo C eine von r unabhängige Größe bedeutet. Diese bestimmen 
wir, indem wir die Entwicklungen (IV) § 6 eintragen: 

2 :7r [*^~ . . .] = C- 2 [Ä^ + . . .] [1 + . . .] [1 - . . .] 

und die Anfangsglieder auf beiden Seiten vergleichen. Es ergibt 
sich C = n und damit die wichtige Relation: 

(6) <>/ = jrd,*,*o. 

Vermöge derselben stellen sich nun die Gleichungen (2) so dar: 

(7) v.T^=2^v. Vir^ = -^v. v^-^ = ^v. 

während vermöge der Gleichungen (5) sich die Werte (3) der e^ so 
schreiben lassen: 

^^^ ^^"<o^\B dz dl /' ^9~«)«\3 dt d% )' 

^« w« VS dz dx )' 

Die Multiplikation der Gleichungen (7) ergibt für die Diskrimi- 
nante A die Darstellung: 



§ 10. Darstellung der ^-Funktionen 
durch unendliche Produkte. 

Die Funktion ^^{v) ist, als Funktion von ^r^ = e* *''*'' angesehen, 
regulär für alle endlichen von Null verschiedenen Werte von z*. 

Ihre Nullstellen bilden nach § 8 die beiden Punktfolgen 

(1') 0^=-Ä, -h^ ~Ä», ..., 

von welchen die erste den Häufungspunkt 2:^ — oc, die zweite den 
Häufungspunkt z^ = besitzt. (Die Punkte 2:^ = 00, 2^ = sind also 
wesentlich singulare Stellen der Funktion.) 

Nach einem Satz der allgemeinen Funktionentheorie ^) stellt nun 



1) Vgl. Erster Abschnitt, 6. Kap. § II. (A. d. H.) 
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eine ganze Funktion von x mit den Nullstellen a^, ä^, «3, ... vor, 
wenn die Reihe 

«1 ^ S 
absolut konvergiert. Daher ist 

/i = (1 +hz') (1 + h^z") (1 + **0- • . 
eine ganze Funktion von z^, welche die Punkte (l) zu Nullstellen hat. 
Ebenso wird 

/; = (i + *^-')(i + Ä«^-«)(i + Ä*^-«)... 

eine ganze Funktion von z"^ sein, die als Funktion von z^ die 
Punkte (1') zu Nullstellen besitzt. 

Die Funktion 

«=1 

= J7(i+a''«*)(i + äV«) 

ist daher, als Funktion von t; betrachtet, eine ganze Funktion von v 
mit denselben Nullstellen wie ^3(1/). Wie verhält sich nun f[v) bei 
Vermehrung von t; um 1 oder um xl Da z* = e^*^^» bei Vermehrung 
von i; um t den Faktor A* erhält, ist offenbar 

f{v+l) = f{v) 
und 

f{v + 1) = n{i + h'*\*) (1 + *'-%-•) 

Genau so verhält sich aber (Verwandlungstabelle in § 8) 1^3 (ü) 
und folglich ist -Jjy eine Funktion von v, welche keinen Pol und 

die Perioden 1 und t besitzt und daher eine Konstante ist. Somit 

kommt 

^3(1;) = C-/7(l + A'z«) (1 + Ä"«-«), 

unter C eine Konstante, d. h. einen von v unabhängigen Wert ver- 
standen. Nach der Verwandlungstabelle in § 8 folgt hieraus weiter: 

^oW = *«(» + 5) = C-i7(l-Ä'«')(l-A'0. 

*. W = -i"*. (»- + ■^) = C . *^ z /7(1 + A'+S«) (1 + A'-^-) , 

^^(t,) = _#,(„ + 1) = _ iC-h^-zn(l - h'^-'z*) (1 - A'-' o. 
oder in anderer Anordnung und nach leichten Umformungen : 

»^{v) = C-h^—~ /7(1-A'«»)(1-A'2-«), 

(2) \ d,(f) = C-A*(z + ^-)ff(l+Ä'^')(l + A'2-«). 

#,(«)= C.77(l+Ä'z')(l+A'0, 



(3) 
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wobei gemäß früherer Verabredung g die geraden Zahlen 2, 4, 6 .., 
und V die ungeraden Zahlen 1, 3, 5, ... durchlaufen muß. 

Da z = e*"^ ist, können die Faktoren 

— : — resp. z-\- z ^ 

durch 

2 sin jr v resp. 2 cos n v 
ersetzt werden. 

Um die Konstante C zu bestimmen, setzen wir in den Formeln (2) 
V = 0, nachdem die erste dieser Formeln durch v dividiert wurde. 
Dadurch kommt zunächst: 

^i'= 2jiC.Ä*i7(l-Ä'f, 
1»,= 2C.Ä*iI(l+Ä')«, 
#3= C.il(l+A7, 

l#o= C./Z(l -hy. 

Wir tragen diese Ausdrücke in die Relation § 9, (6) 
ein und erhalten 

77(1 - hy = an{i + hy (1 - h^y. 

Es ist aber weiter 

77(1 - hy = 77(1 - h^y (1 - ä"7, 

weil die geraden Zahlen g mit der Gesamtheit der Zahlen 2 g und 
2v übereinstimmen. Somit folgt 

c^77(i + hy = 77(1 ~ h^y = 77(1 + hy (i - hy 

und schließlich 

(4) C = 77(l-Ä^), 

wobei berücksichtigt ist, daß gemäß (IV) in § 6 der Nullwert t>, für 
A = in -f- 1 ^^^ also auch C nach (3) für A = in +1 über- 
gehen muß. 

Für ^j' ergibt sich nun aus (3) die Darstellung 

(5) ^/ = 2 TT A* 77(1 ^hy 

und demnach für J nach (9) des vorigen Paragraphen 

(6) J = (.J)"Ä«/7(1-A'r, 

eine Darstellung, welche die Tatsache in Evidenz setzt, daß A für 
jede zulässige Wahl der Perioden 2 to , 2 a>' von Null verschieden ist. 
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§ 11. Einige zahlentheoretische Anwendungen 

der erhaltenen Resultate. 

Da der Nullwert der Funktion '&^ durch die Reihe 

+ 00 

dargestellt wird, so ist 

»»=0 

wo 8(f») angibt, wie viele Lösungen die Gleichung 

(2) '» = V + V + V + V 

in ganzen Zahlen n^, n,, «g, n^ besitzt. 

Nun ist andererseits nach § 9, (7) und (8) 

oder, da 

Ä.. _ d d dh d j , 

dx dh dz dh 
ist, 

(3) V=-4*-ÄK^) = **ÄK^)- 

Setzen wir hierin die Produktdarstellungen (3) des vorigen Para- 
graphen für ii>j und d^j ein, so wird 

^ 77(1 - A")" j^ [(1 - **) (1 - **)]" -^3^(1 - ^y ' 

wo r alle natürlichen Zahlen durchlaufen muß, und (3) geht über in 

(3') ^4_i+8ÄAiogi?ilr*Ü)_. 

^ • ^* 77(1-*^) 

Die Weiterführung der Rechnung gibt 

» 1 - Ä'' ^ 1 _ Ä^* 

= 1 + 82>Ä''''-82'2gÄ-"'' (r'=l, 2,3,...) 
und schließlich 

(4) V=l +82'*(w)Ä~-82'*'(w)Ä*". 

Hier gibt <P(w) die Summe aller Zahlen r, die bei allen mög- 
lichen Darstellungen von w in der Form m = rr' auftreten, und $'(w) 
die Summe aller Zahlen 2 g, die bei allen möglichen Darstellungen 

Hurwics-Courant, Funktioneotheorie. 13 
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von m in der Form w=2gr' auftreten. Es bedeutet demnach 0[m] 
die Summe aller Divisoren^) von m und 0^{m) die Summe aller durch 
4 teilbaren Divisoren von m. 

Der Vergleich der beiden Entwicklungen (l) und (4) ergibt nun 

(5) e{m)=S{0(m)-^(m)), {m = 1, 2, 3, .. .), 

d. h. : 

Eine natürliche Zahl m ist so oft als Summe von vier Quadraten 
ganzer Zahlen darstellbar, als das % fache der Summs derjenigen 
Divisoren von m beträgt, die nicht durch 4 teilbar sind. 

Z. B. ist für w = 3 die Summe der nicht durch 4 teilbaren 
Divisoren 1 -f 3 = 4 und in der Tat hat 3 die folgenden 32 Dar- 
stellungen : 

3 = 0»+(±ir+(±l)' + (±ir=(±l)' + 0« + (±ir4-(±l.'' 

= (±i)' + (±i)' + o«+(±ir=(±i)' + (±if+(±i)'+o^ 

Der Satz läßt sich noch in anderer Form aussprechen. Ist 
nämlich 

w = 2« Wi , 

wo Wj ungerade ist, und sind d^, d^, ..., d^ die ungeraden Divisoren 
von Wj, so sind diese zugleich alle nicht durch 4 teilbare Di\dsoren 
von fn, wenn « = 0, also m ungerade ist. Wenn dagegen a>0, 
also m gerade ist, so treten zu ihnen noch die Divisoren 2^^, 2 5^, 
..., 2 6^ von m als nicht durch 4 teilbare hinzu. Also folgt: 

Eine natürliche Zahl m ist so oft als Summe von vier Quadraten 
ganzer Zahlen darstellbar als das B fache oder 2^ fache der Summe 
ihrer ungeraden Divisoren beträgt, je nachdem m ungerade oder ge- 
rade ist. 

Dieser tiefliegende zahlentheoretische Satz ist zuerst von Jacobi 
aus der Theorie der elliptischen Funktionen abgeleitet worden. Der 
berühmte Satz von Lagrange, daß jede positive ganze Zahl sich als 
Summe von vier Quadratzahlen darstellen läßt, ist natürlich in diesem 
Jacobischen Satze enthalten. 

Eine andere interessante Folgerung ziehen wir aus der Gleichung 

(6) »^{v) = 77"(i - Äff)(i -f Ä'^^jCi + Ä'z-^) = J;Ä-•^^^ 

die für veränderliche Werte von h und z gut, in diesen Variablen 
also eine reine Identität vorstellt. 

Beiläufig bemerkt, kann sie auch als solche unabhängig von der 
Theorie der elliptischen Funktionen nachgewiesen werden. 

*) 1 und m werden dabei auch als Divisoren von w betrachtet. (A. d. H.) 
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Setzen wir in (6) 

wobei X eine Variable bedeutet, so wird das Produkt, wenn wir g=2r, 
r = 2r — 1 setzen, 

^(l_^,)(l_/'-f+i)(l_^»'-|-5) 

und die Summe wird 

Es kommt daher, weil die Zahlen 3f, 3r— 1, 3r— 2 zusammen 
wieder alle natürlichen Zahlen r ausmachen, 



+ x 



2 



Diese bemerkenswerte Gleichung rührt von Euler her, der sie 
auf empirischem Wege fand, und dem es erst nach langjährigen Be- 
mühungen gelungen ist, sie zu beweisen. 

Der Vergleich der beiden Darstellungen von d^' in den For- 
meln IV § 6 und (5) § 10 lehrt, wenn wir ä* mit x bezeichnen, daß 
neben (7) die Entwicklung 



2 



(«) 7Z(1 -a;'')8-=2'(-1)''"H2^-1)^ = 1-3^+5ä«~7%« + ... 

gilt. 

Eine weitere zahlentheoretische Anwendung werden wir im § 13 
kennen lernen. 

§ 12. Partialbruchzerlegungen von i(u) und p(u) als 
Funktionen von z^. Darstellungen von ij, g^s ffz» 

Aus der Gleichung (§ 6, (II)) 

^W = l7^'"*iW (^^2a,) 

ergibt sich durch logarithmische Differentiation die folgende Darstellung 
von C(w): 

in welche wir die Produktentwicklung (2) § 10 von &^{v) eintragen 
wollen. 

13* 



tjuß 
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Auf diese Weise kommt nach leichten Umformungen: 
... >/ \ ^«1 inz + z^^ , in yif ffiz-^ hßz'^ \ / o \ 

Diese Gleichung liefert offenbar die Partialbruchzerlegung der 
Funktion 



C(«)- 



tj u 



wenn diese Funktion als Funktion von 

angesehen wird. 
Da 



Z — z~^ f«.Tr» — ß— »;ro 

ist, läßt sich (2) auch in der Form 



= cot7it; 



(2 ) C(W) = -^ + jr-COtTlV H y[ ;— {u=2cDV) 



schreiben. 

Die hier auftretenden Summen 



5, ^y und S^ = j; 



konvergieren in jedem endlichen Bereich der <?^- Ebene, in welchem 
kein Glied der betreffenden Summe einen verschwindenden Nenner 
hat, absolut und gleichmäßig. Denn ist z. B. für die Summe S^ der 
Bereich B ein solcher Bereich und M das Maximum von \z*\ in 
diesem Bereich, so gilt 






<M'. h 



- l-M |Ä« 

sobald g genügend groß geworden ist und M' eine positive Zahl be- 
deutet, die um beliebig wenig größer als M fixiert worden ist. Dem- 
nach ist für den Bereich B 

2: -^ < M' I Ä '^ + M' I Ä 1^+1 + . . . (G genügend groß), 

g=zG 1 — h^z^ 

woraus die absolute und gleichmäßige Konvergenz von S^ im Be- 
reiche B folgt. Die analoge Betrachtung gilt für Sg . 

Wird nun z^ auf den Kreisring 

(3) \h'\<\z'\<\h-'-\ 

eingeschränkt, so ist für jede gerade natürliche Zahl g sowohl h'z~' 
als auch h^z^ absolut kleiner als 1, und die Glieder der Summe in (2') 
können nach Potenzen von z entwickelt und dann die Terme, welche 
dieselbe Potenz von z'^ enthalten, zusammengezogen werden. 
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So erhalten wir 

^{2<»v)=2riv + ,*^ cot« V + *" ^{h"z-'' - h" z") 



'>i 



.2r 



-2f 






2a) 



^ Tl-Ä 



oder 



2w • Ä 



2r 



(4) f(2cov)=2,?v + £-cot«« + ^^V-l_sin(2r«i;). 

Den Punkten des Kreisringes (3) entsprechen in der v-Ebene 
die der Bedingung 

\e [ <- ^ I ^ ^ I 

genügenden Punkte. Setzt man 

T = Tj + »Tg , V = l\ +tV^, 

SO wird diese Bedingung 

d. h. die Entwicklung (4) ist gültig für den Parallelstreifen der v-Ebene, 
welcher durch die Parallelen zur reellen Zahlenachse begrenzt wird, 
die durch die Punkte 

T = Tj -f *Tg und 1^0 ~ ''^i ■" *^a 
hindurchgehen. 

Wir wollen nun die beiden Seiten der Gleichung (4) an der Stelle 
i; = entwickeln und die beiden Entwicklungen vergleichen. 

Die Entwicklung von ^ (2 cov) lautet (Kap. 1, Tabellarische Über- 
sicht (2)): 

Bei der Entwicklung der rechten Seite von (4) haben wir zu 
berücksichtigen, daß 

^/ X 1 :iv (jiv)* 2(;rt;)* 

cot(jrt;)= i, 



3tV 



45 



45. 21 



ist. Der Vergleich der Koeffizienten von v, t* und v^ liefert nun die 
folgenden Darstellungen von tj, g, und g^: 



(5) 



V^ 



s% 



.-I" 

€0 



rh*' 1 



Si 



.CO/ 



(3' 



12 
1 



_ 2 ^' ---- 

%rii-Ä«d 



*, f^h 



%r 



1'^^ Vll-A^'J 



_ -I V J^!^ 



2r 



[216 3-ji_A2rj 
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Der Vergleich der höheren Potenzen von v ergibt ähnliche Dar- 
stellungen für die Summen 

r =(2n~l)2"-^ = (2n-l)j;'-^ r^j-j^y 

die wir indessen weiterhin nicht benutzen werden. 

Durch Differentiation der Entwicklungen (2) und (4) ergeben 
sich analoge Entwicklungen von ^(w) und (p(2(ov) mit denselben 
Gültigkeitsbereichen. 

§ 13. Entwicklung von Vj^(ee) — e*. 

Die Entwicklung (2) von f (w) im vorigen Paragraphen gestattet, 

die Funktionen Vj'?(«) — ^k in ähnliche Reihen zu entwickeln. Wir 
wollen hier insbesondere (vgl. § 6, III) 

betrachten, um in Ergänzung von § 11 von der entstehenden Ent- 
wicklung eine interessante zahlenthsoretischs Anwendung zu machen. 

Die Funktion (p{u) genügt den Gleichungen 

(2) (p{u -\- 2(o) = — <p{u)y q){u + 2cü')= (p{n), 

wie die Verwandlungstabelle der #- Funktionen in § 8 zeigt. Denn 
der Vermehrung von u um 2 co bzw. 2 o>' entspricht die Vermehrung 
von V um 1 bzw. r. Die Funktion g?{u) hat daher die Perioden 4w 
und 2a>', und da sie im Perioden-Parallelogramm 

(0, 4q>, 4cü + 2a>', 2a>') 

nur die beiden Pole w = 0, u=^2(o mit den Residuen 1 und — 1 
besitzt, ist demnach (Kap. 1, § 12) 

(3) <P(ii) = Vp{u)-e^ 

= C(M/4a), 2a>')-C(« + 2a)/4cü, 2a>') + C, 

wo C eine Konstante bedeutet. Da g){u) an der Stelle w = 

verschwindet, ist 

(4) C = C(2cü/4ft>, 2a)'), 

d. h. gleich dem Werte von ?y, der den Perioden 4ft>, 2ö>' ent- 
spricht, welchen Wert wir zur Abkürzung mit ^ bezeichnen wollen 
(vgl. Kap. 1, §11, (4)). 

Die Entwicklung (2) des vorigen Paragraphen hefert nun, indem 

-. ■ ** « ■ <"' 

wir CO durch 2ü) ersetzen, also 2^=-e -^ durch z und h^=^e ^ 

durch Ä: 

*. /. ^ / Tiu in z :'\ , i:i » / h' z'^ h^ z \ 

C( » 4 fo, 2 (O ) ---= h- + . i T o ^ — T- y 

^ 2co ^ 40} z-l ' 2a>— iVl-y^-^ l-h^zJ 
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und hieraus folgt 

f(w + 2o>/4a>, 2a>') 

_ 5« _ t« -z + l __ ^ Ä (_^^_^ ^f__'\ 

weil z in — 2 übergeht, wenn u durch « + 20) ersetzt wird. Die vor- 
stehenden Entwicklungen ergeben nun nach Eintragung in (3) und 
leichter Umformung 



t;r 



"__i_ »/_j[V2 ^_y 



CO 

welches die gewünschte Entwicklung ist. 



ist 



Setzen wir hierin u = co, also z == e *'** -= ^ * = f , so finden wir 

y. -e = — 1» 3 = - [i 4- V L-*^ - -I- ——] 



oder 

(6) *3^ --= 1 + 4 2'-^= 1 + 4 2'-^^!'. 
Die linke Seite ist hier 

(7) *3« =- {Zh'^y = 2 ä"*''^"*'. 
die rechte Seite 

(8) 1+4 2-A- - 4 V— '-V -1 + 4 VÄ^'^' -'> - 4 2Ä^'''"'^% 

wo / wie r alle natürlichen Zahlen 1, 2, 3,... durchlaufen muß. 

Vergleichen wir nun in den beiden vorstehenden Gleichungen 

(7) und (8) die Koeffizienten von hT auf den rechten Seiten, so er- 
halten wir den Satz: 

Eine natürliche Zahl m ist so oß als Summe von zwei Quadraten 
ganzer Zahlen darstellbar als das 4 fache des Überschusses der Anzahl 
der Divisoren von m, welche die Form 4 Ä + 1 haben, über die Anzahl 
der Divisoren von m, welche die Form 4Ä+3 haben, beträgt. 

Der F^fffw^sche Satz, daß jede Primzahl von der Form 4Ä+1 
sich auf genau eine Weise*) als Summe zweier Quadrate natürlicher 
Zahlen darstellen läßt, ist ein spezieller Fall des vorstehenden Satzes. 



*) Dabei wird von der Reihenfolge der Basen der beiden Quadrate 
abgesehen. (A. d. H.) 
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3. Kapitel. 

Die elliptischen Punktionen Jacobis. 

• 

Für manche Anwendungen der elliptischen Funktionen ist es 
zweckmäßig, statt der Weierstraßschen Funktion p{u) die von 
-Jacohi mit 

(1) sinam(«), cosam(tt), Jam(w) 

{Sinusamplitudinis, Cosinusamplüudinis, DeÜaamplüudinis) bezeichneten 
Funktionen zu gebrauchen. Da die Kenntnis dieser Funktionen überdies 
für das Verständnis namentlich der älteren Literatur über elliptische 
Funktionen erforderlich ist, wollen wir sie in diesem Kapitel näher 
betrachten. Was die Bezeichnung betrifft, so hat Gudermann statt der 
Jacobischen Bezeichnungen (1) die kürzeren 

(2) snw, cn«, dnu 

bzw. eingeführt. Wir werden die drei Funktionen (l) der Reihe nach mit 

(3) " ■ s(«), c(«), J(«)') 
bezeichnen. 

§1. Definition der Funktionen 8{u)yC(u)jd(u). 

Es bezeichne 

(1) T = r + tS 

einen beliebig fixierten Wert, für welchen s > ist. 

Für o) wählen wir eine sogleich näher anzugebende, von t ab- 
hängende Zahl, und für co' sodann den Wert 

(2) a>' = o>-r. 

Wir definieren nun die Jacobischen eUiptischen Funktionen durch 
folgende Gleichungen: 

S iU) = — r-r = ^ O) • -0-7 • Ä~T'\ j 

r (,A - ^"^ - ?0 Mo) / , _ JL' 



(3) 



Nach Kap. 2, § 6 ist dann 



(4) 



1 






4(«) 



^) J (u) hat natürlich nichts mit der Diskriminante A zu tun (A. <^- H*)- 
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Eliminieren wir hieraus p{u), so erkennen wir, daß c{u) und 
J («) in einfacher Weise algebraisch durch s{u) ausdrückbar sind, indem 

ist. Nun haben wir femer nach Kap. 2, § 9, (7) 

(«) ^»-^.=(2^)'^. ^x-^.=fcrv. ^.-^.=ferv. 

wobei die Nullwerte der i?-Funktionen i^^, d^, d^, etwa vermöge der 
Formeln (IV) in § 6 des Kap. 2, als Funktionen von t sich darstellen. 

Wir wählen co so, daß der Faktor {e^ — e^) in der ersten Glei- 
chung (5) gleich 1 wird, nehmen nämlich 

(7) . a, = ^V = -J[l + 2A+2A« + 2A« + ...]» (* = «'-), 
so daß nach (6) 

wird. Die Gleichungen (ö) lauten jetzt 

.9) f c«(«) + s''(m) = 1, 

wenn zur Abkürzung 

(10) X = % 

gesetzt wird. 

Da nach Fixierung von t gemäß (7) und (2) a> und a>' bestimmte 
Werte haben, so hängen die Funktionen $(«), c(u),A{u) außer von 
u nur von r ab, was wir nötigenfalls dadurch zum Ausdruck bringen 
werden, daß wir die Funktionen bzw. mit 

s(«/t), c(«/t), J(«/t) 
bezeichnen. 

Bezüglich der Bezeichnungen ist ferner noch folgendes zu be- 
merken : 

Die durch (10) als Funktion von t eingeführte Größe x heißt 
der Modul der Funktionen s{u), c{u), A{u), die Größe" 

(10') x'=j'; 

jdas „Komplement** des Moduls. Nach (8) besteht zwischen x und x' 
die Relation 

(11) x' + x'^ = l. 
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Jacobi bezeichnet die Werte von co und cw' bzw. mit K und iK\ 
so daß also 

(12) K = (o = -f V» *^' = ft,' -^ cü-T = I V-^ 

ist. Wir werden indessen an den Bezeichnungen co und co' festhaken, 
müssen aber immer eingedenk sein, daß in diesem Kapitel co und co' 
Funktionen von x sind. 

Endlich wollen wir hier unter ^x, V^', 1 — stets die Werte 

verstehen, die eindeutig von t abhängen. 

Die in (4) auftretende Funktion ^(u) besitzt die von r ab- 
hängenden Fundamental Perioden 2co und 2o>', und die Werte e^, ^g, fj 
sind ebenfalls Funktionen von t, die aus (8) in Verbindung mit 
e^ -\- e^ -}- e^ = leicht berechnet werden können. 

Die Definitionsgleichungen (3) von s{mj, c(u), ä[u) lassen sich 
vermöge der Gleichimgen 

auch in die Gestalt setzen 

(15' i c(V) = l/^'.-*i-!''4, (" = 0"- 

Übrigens zeigen die Gleichungen (3), in Rücksicht auf die bekannten 
Eigenschaften der o- und a^- Funktionen: 

Die Funktion s(u) ist ungerade und ihre Entwicklung nach auf- 
steigenden Potenzen von u beginnt mit dem Gliede w. Die Funk- 
tionen c[u) und A(u) sind gerade, und es ist c(0) = J(0) = l. 



1 




1 


*.(«-) 



§ 2. Die Funktionen «(te), c{u)j A{u) als elliptische 

Funktionen. 

Vermöge der Definitionsgleichungen (15) des vorigen Paragraphen 
übertragen sich die Tabellen in § 8 des Kapitels 2 von den d-Funk- 
tionen ohne weiteres auf die Funktionen s(«), c{u), J(«). Wir er- 
halten so: 
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Tabelle I. Verwandlungsformeln der Funktionen «(u), c{yL)y J (u). 



«4- ö> 



I 



« + <»' 



M + Ö> + Ö>' 


M-f 2<u 


1 J(u) 
X c(«) 


1 


.x' 1 

* X C(tt) 


-«(«) 


c(w) 


J(«) 



M + 2a)' ltt-f-2a> + 2ü)' 



— X 



1 

■j(«) 






1 1 

X s (m) 
X s (u) 



— l 



s(u) 



-c{u) 



-siu) 



c{u) 



-Aiu) I -A{u) 



Die drei letzten Vertikalreihen zeigen, daß s(u) die Perioden 4cü', 
2co', c(«) die Perioden 4ft>, 2a> + 2o;', J(w) die Perioden 2o>, 4co 
besitzt. 

Tabelle II. Nullstellen, Pole und Perioden der Funktionen 

«(u),c(u), J(u). 



5(«) 

J(U) 



Nullstellen 



Pole 



Perioden 



2«.o> + 2 ti'.o)' 2wa) + (2n'-f 1)0)' 

(2w4-l)<ü4-2«'ö)' 2«Q>4-(2n' + l)<ü' 

(2«+l)a) + (2«'+l)Q>'. 2Ma) + (2w' + l)ö>' 



4o), 2a)' 

4ö), 2a) + 2G)' 

2a), 4q)' 



In den nachfolgenden Figuren 67, 68, 69 ist für jede der Funktionen 
das zu den angegebenen Perioden gehörende Parallelogramm (0) ge- 
zeichnet und die in dasselbe fallenden Nullstellen und Pole der be- 
treffenden Funktion, die ersteren durch kleine Kreise, die letzteren 
durch Kreuze, kenntlich gemacht. A (u) 



c(u) 



s («) 





Fig. 67. 



Fig. 68. 



Fig. 69. 



Hieraus geht nun hervor: 

Die Funktionen s(u), c(u), ^i (u) sind elliptische Funktionen zweiten 
Grades mit den Perioden (4 ö>, 2 o/) hzw. (4 cw, 2 a> + 2 a>') bzw. (2 w, 4 (o') 
und den bezüglichen Polsummen 2 co, 0, 0. 

Aus der Tatsache, daß die Funktionen den Grad 2 besitzen, 
folgt, daß die angegebenen Perioden jeweils Fundamentalperioden sind. 
(Kap. 1, § 14.) 
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§3. Die Differentialgleichungen von s{u)yC(u)jJ{u). 

Es ist 

p'{u)= - 2Vf{u)- e,.V^^-V^^= - ^-^^ 

nach § 1, (4). Andererseits folgt aus p («) — e^= ^ die Gleichung 

und durch Vergleich der beiden Ausdrücke für p'{u): 

(1) s'{u) = c{u)'A{u). 

Durch Differentiation der Gleichungen 

c«(w)= 1 -s^{u) 

und Benutzung von (1) folgen die zweite und dritte Gleichung des 
Systems: 

f s'{u) = c(«) J(«), 

(3) < c\u)= -5(«)J(«), 

. J'(«) = — x^s(u)c{u). 

Aus (3) gewinnen wir durch Quadrieren und Berücksichtigung 
von (2) die Differentialgleichungen von s(w), c(m), ä{u): 

{ [s\u)f = (1 - s^{u))[l - xH'^iu)), 

[c' (u)f = (1 - c« («))(>«'^ + x'c« (u)), 
l[J'(u)P = - (1 - JM«))(«" - ^'M)- 



(2) { 



14) 



§4. Die Additionstheoreme von s{u)iC{u)jA{u). 

Betrachten wir, unter v einen beliebig aber fest angenommenen 
Wert verstanden, die Funktionen 

(1) (p^{u)=s{u)s{u-\rv), (p^{u)=c{u)c(u+v), (p^(u)=A{u)A{u-]-v\ 

so besitzen dieselben nach Tabelle I in § 2 die Perioden 2a> und 2<ü' 
und in dem mit diesen Perioden gebildeten Parallelogramm (0) die Pole 

u = cü', tt = — V -\- (o* (mod 2 CO, 2 w'). 

Die Funktionen sind also elliptische Funktionen zweiten Grades mit den- 
selben beiden Polen. Daher werden (Pi^{u)-\- A(p^[u) und (p^{u)-\-B(p^{u) 
Konstante sein, wenn die Konstanten A und B so gewählt werden, daß 
die Funktionen (p^{u)-{- Acp^{u) und (p^{u)~\- B(p^{u) den Punkt cü' 
nicht mehr zum Pol haben. Es bestehen also zwei Gleichungen der Form 

^ ( c{u)c(u + v) + As{u)s{u + v) = Aj^ 

\A{u)A[u + v)-rBs(u)s(u + v) = B^, 
unter A, A^, B, B^ Konstante, d. h. von u unabhängige Werte verstanden. 
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Indem wir « = setzen, ergibt sich 

A^ = c (v), Bj — J (vj. 

Sodann erhalten wir durch Differentiation der Gleichungen (2) nach u 
und darauf folgende Substitution u = unter Berücksichtigung der 
Gleichungen (3) im vorigen Paragraphen: 

c {v) + As{v)-=0 od, A = ^{v)y 

'A'{v) + Bs{v) = od. B = x^c{v). 

Die Gleichungen (2) lauten also definitiv: 

f c{u)c{u+v)+A{v)s{u)s(u + v) = c{v) 
^^ \a{u)A(u+v) + x^c{v)s{u)s(u + v) = A{v). 

Setzen wir hierin — u statt u und t; + « statt v, so kommt 

. . f ^(«)c(v) — A{u + v)s{u)s{v) = c{u + v) 

^ ^ \A{u)A(y) - x^c{u + v)s{u)s{v) = A{u -i- V). 

Aus den letzten Gleichungen können wir c(u + v) und A{u -\-v) 
berechnen und durch Eintragung des berechneten Wertes von c{u + v) 
in die erste Gleichung (3) auch s(u -\-v). Die Ausführung der Rech- 
nung liefert die Addüionstheoreme von s(«), c[u)y A{u) in der Gestalt 



(5) 



c {., -L ,A ^ (») c {v) A{v)-rs (t; ) c («) J («) 

^ 1 — X* s* (m) S* (ü) 

r / -t^ -i- n^ — g («) C (t ^) - 5 (U) A {u) S {v) A jv) 

/i ^.. _i_ «^ ^ (") ^ (*') ~ ^'^ (**) ^ w ^ w C W 

1 — ä*s*(m)s*(v) 



§ 6. Die trigonometrischen Funktionen als spezielle Fälle 

der Funktionen s(u)9,c{u)j A{u). 

Die Gleichungen § 1 (3) oder (15) zeigen, ausführlich geschrieben, 
die Abhängigkeit der Funktionen s(«), 6(«), A{u) von u und t: 

( I \~~^l ^^^'"^ — l-^2Ä-t-... 2[h^sinvn+ ...] 
5 l«/T) — ^^ • ^^ ^^j - - ^ ^^ _^ 7|^ y l~2Acos2tr;fTT. . ' 

r(ulr)~ ^' ^'^''' - ^-^^^"' _2_[Aicosj^^ + . . .1 //,_..-.^r, 

^W'^^-i>, ^o{v)- ^^^i^^i^ yi-2hcos2vni-...' ^"^ ~ ^ ' 

y|/ / \ _ l?o _^8_(^ _ 1 — 2A^... 1-f 2Äcos2v.T4-•.• 
^^l4/Tj— ^,*"S~(j;) -" l-^2Ä-t-2Ä*-h...l-2Äcos2vjr-r ••' 

wobei V = TT—, 2 cü = :Tda^ zu setzen ist. 

du} * 
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Wenn wir nun t = r + is dadurch ins Unendliche übergehen 
lassen, daß wir r festhalten, während s nach +00 wächst, sq wird 

in Null übergehen, 2 a> geht in n über, da ii>g = 1 + 2 Ä + 2 Ä^ + . . . 
nach 1 konvergiert. Die Periode 2 a>' rückt ins Unendliche, da 
2 a>' = 2 cüT ist. 

Die vorstehenden Darstellungen von s[u), c{u), ^(u) lassen nun 
erkennen, daß bei diesem Grenzübergang 

s{uJt) in sinw, c(m/t) in cos«, J(w/t) in 1 
übergeht. 

Da 

= ^1 — r 2(A^+A"^ + ..-) * 

in Null übergeht, so werden die Additionstheoreme (5) des vorigen 
Paragraphen in die elementaren Formeln 

sin {u~\-v) = sin u cos v +cos « sin v , cos (w -}-v) = cos u cos t; — sin « sin v 

übergehen, wie zu erwarten stand. Aus den Differentialgleichungen 
des § 3 werden zugleich die bekannten für sin« und cos« geltenden 
Differentialgleichungen, 

4. Kapitel. 

Die elliptischen Modulfunktionen. 

Die in der Theorie der elliptischen Funktionen auftretenden 
Größen, wie die Invarianten g^, g^, A, der Modul x der Jacobischen 
eUiptischen Funktionen, die Null werte der ^-Funktionen usw., die 
nur von den Perioden oder vom Periodenverhältnis abhängen, haben 
zu der ausgedehnten Theorie der elliptischen Modulfunktionen Anlaß 
gegeben. Wir wollen hier die ersten Elemente dieser Theorie ent- 
wickeln und zwar namentlich zu dem Zwecke, eine sich unmittelbar 
darbietende, wichtige Frage zu erledigen. Diese Frage ist die folgende: 
Ist es möglich, die Perioden o)^, a>^ so zu wählen, daß die mit ihnen 
gebildete Funktion j,? {'ujca^, cog) Invarianten g^, g^ besitzt, deren Werte 
mit vorgeschriebenen Werten zusammenfallen? 

Diese Frage kommt offenbar auf die nach der Lösbarkeit der 
Gleichungen 

g ==. 60 y' -, r v** gn = 140 V" 1 

hinaus, in welchen gg, g^ gegebene, co^, co^ zu bestimmende Werte be- 



w. 



zeichnen, die der Bedingung genügen sollen, daß — nicht reell ist. 



«2 
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§ 1. Äquivalenz der Gröfienpaare und der Gröfien. 

In § 15 des ersten Kapitels haben wir festgesetzt, daß zwei 
Größenpaare 

((ü,', (o^) und (ö>3, (D^) 

äquivalent heißen sollen, wenn die Gesamtheit der aus dem einen 
Paare gebildeten Perioden m^a^i + w,{ü, mit der Gesamtheit der aus 
dem andern Paare gebildeten Perioden w/cü/ + fn/ö>,' zusammen- 
fällt. Dort wurde auch gezeigt, daß hierfür notwendig und hinreichend 
die Existenz von vier ganzen Zahlen «, ß, y, d ist, für welche die 
Gleichungen 

(1) { ^ ad-ßy=±l 

bestehen. Wir beweisen nun folgenden Satz: 



Satz 1. Zu jedem Paare ((oJ,(o')y für welches -^, nicht reell ist, 
gibt es ein äquivalentes Paar (o^, co^), welches den Bedingungen 

( 2 ) i ö>a ! ^ I o>i |, 1 ö>a + ft>i I ^ i o>3 |, I ö>.j — «^i | ^ | «>, ^ 
genügt. 

Um dies zu zeigen, ordnen wir die Periodenpunkte m^o}^ -\-m^ co^' 
nach nicht abnehmendem Abstände vom Nullpunkt in die Reihe 

f3) 0, Wj, Wg, W3, ... 

und bezeichnen mit w^ den ersten auf w^ folgenden Punkt, der mit 
w^ und dem Nullpunkt nicht in gerader Linie liegt. Nehmen wir 

so befriedigen o^ und a>, die Bedingungen (2), denn w^-\-w^ und 
w^ — w^ sind Punkte der Reihe (3), die hinter w^ stehen, weil sie 
mit w^ und dem Nullpunkt nicht in einer Geraden liegen. Nun kann 
femer nach der Bestimmungsweise der Punkte (4) in dem Dreiecke 
mit den Ecken 0, co^, cü^ kein von diesen Ecken verschiedener Punkt 
aus der Reihe (3) auftreten. Folglich können wir das Parallelogramm 
0, ö>j, a>i + ö>a> ö>9 ebensogut wie das Parallelogramm 0, w^, co^ -{-(o^^\ 
ü)^' für die Funktionen mit den Perioden o^', cw/ gebrauchen (Kap. 1, 
§ 2) oder: das Paar (cü/, cü^') ist dem Paare («o«, toj äquivalent. Das 
in Satz 1 auftretende Paar (cog, (o^ kann so angenommen werden, 
daß in den Gleichungen (1) die Determinante ad — /8y = -j- 1 wird. 
Denn andernfalls könnten wir an die Stelle des Paares [m^y (o^) das 
Paar (a>,, — w^) setzen. 

Wir führen nun weiter den Begriff der ^^«»va/önxf zweier Größen ein. 
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Die beiden Größen x und r heißen äquivalent, wenn es vier 
ganze Zahlen «, )9, y, d gibt, die den Gleichungen 

(5) '' = ^' «a-/fy = e 

genügen, wo e einen der Werte -|- 1 und — 1 bedeutet. 

Im Falle c = -f- 1 sagen wir, t' und r seien eigentlich äquivalent; 
im Falle €= — 1 sagen wir, t' und r seien uneigentlich äquivalent. 

Beispielsweise sind r und 

/ , - l-T + l 

^ =^ + 1=^^77:^1 

eigentlich äquivalent; ebenso t und 

, _ -1 _ Ot-l 
^ " t ~i.T + 0' 

Wir beweisen nun über die Äquivalenz zweier Größen folgende 
beiden Sätze: 

Satz 8. Ist X eine komplexe Größe, x' eine ihr äquivalente Größe, 
so liegen die Punkte r' und x auf der gleichen oder auf verschiedenen 
Seiten der Achse der reellen Zahlen, je nachdem die Äquivalenz eine 
eigentliche oder eine uneigentliche ist. 

Sei namlich x = r 4-ts, x =r 4-ts' = — -^ = \ — r-^rr-^ — » 
so findet man 

,_ ad-ßy 

woraus ersichtlich ist, daß s' das nämliche oder entgegengesetztes 
Vorzeichen besitzt wie s, je nachdem ad — ßy positiv od«r negativ ist. 

Zur Vereinfachung der Ausdrucksweise wollen wir von zwei 
Punkten x und r' in der komplexen Zahlenebene sagen, sie seien 
äquivalent, wenn die durch sie repräsentierten Größen x und t' es 
sind. Es gilt dann 

Satz 3* Zu einem in der oberen Halbebene beliebig fixierten 
Punkte t' gibt es stets einen (eigentlich) äquivalenten Punkt x in der- 
selben Halbebene, für welchen 

(6) M^l> i^ + ll^l^l, it-l|^]T| 

ist. 

Nach Satz 1 existiert nämlich zu dem Größenpaar (x', 1) ein 
äquivalentes [co^, od^), so beschaffen, daß 

(7) 1^' = ««,, + ^«,,, ad-ßr = +l 

[ 1 =ym^ + d<Oi, 
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und zugleich die Bedingungen (2) erfüllt sind. Setzen wir dann 



CO« 
0} 



■=T, 



I 

I 

\G 



c 



so genügt T, wie aus (2) folgt, den Bedingungen (6j, und es ist, 
wegen (7), 

/ aco2-\- ßco^ ar -{- ß 

Die Bedingungen (6) lassen sich in einfacher Weise geometrisch 
interpretieren. |t| ^ 1 besagt, daß-der Punkt r auf dem Rande oder 
außerhalb des Kreises mit dem Mittelpunkt Null und dem Radius 1 
liegt. Die Bedingung | r — 1 1 ^ | t | besagt, daß der Punkt r vom Punkte 1 
keine kleinere Entfernung besitzt als vom Nullpunkt, d. h. daß er 
links von der Geraden oder auf der Geraden liegt, die im Punkt \ 
senkrecht zur Achse der reellen Zahlen errichtet ist. Analog bedeutet 
|t + 1 1 ^ ^> <iaß der Punkt r auf oder rechts 
von der Geraden liegt, die im Punkte — ^ 
senkrecht zur Achse der reellen Zahlen steht. 
Der genannte Kreis und die beiden er- 
wähnten Geraden begrenzen nun ein Ge- 
biet G in der oberen Halbebene (vgl. die 
Fig. 70). Zwei gegenüberliegende Punkte r und 
T + 1 auf den geradlinigen Begrenzungs- 
linien AC und A'C von G sind äquivalent; 
ebenso je zwei gegenüberliegende Punkte t 

und auf den Begrenzungsteilen AB und BA' von G. Setzen 

wir daher fest, daß von den Randpunkten des Gebietes G die auf 
den Randteilen AC und AB liegenden Punkte (B inklusive) zum Gebiete 
gerechnet werden sollen, die übrigen, auf den Randteilen BA' und 
/l'C liegenden, aber nicht, so gilt zufolge Satz 3: 

Zu jedem Punkt t' in der oberen Halbebene gibt es einen äqui- 
valenten Punkt T, der dem Gebiete G angehört. 

Die Punkte A,B, A' und den unendlich fernen Punkt, in welchem 
A C und A'C' zusammenlaufen, wollen wir als „Ecken" des Gebietes G 
bezeichnen. Wir sehen also G als ein „Viereck" an. Die Ecke B 



/ i I ■■ 



^ 



'i 



ir 



Fig. 70. 



1 



^/ 



repräsentiert den Punkt t = i, die Ecke A den Punkt t = e 



2171 

S 



».T 



die Ecke A' den Punkt t =^ (> + 1 = —Q^-=^e^. Der Winkel, unter 
welchem die Seiten AB und AC\n A zusammenstoßen, ist offenbar ~ . 



Hurwitz-Courant, Funktioneatheorie. 
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§3. 



elementaren Modulformen. 



Die Variablen cüj, co^ mögen der einen Einschränkung unter- 
liegen, daß 

(1) 



ü). 



-- = T = r + *5 



eine positive zweite Koordinate s besitzen, der Punkt x also in der 
oberen Halbebene liegen soll. Es sind dann 



(2) 



gs = iz(co^, CO,) = 140 i;' (- ^^^^^^^)« , 



eindeutige, homogene, stets endliche Funktionen der beiden Variablen 
co^, ö>9- Wir wollen g^» Ss* ^ ^^^ die „elementaren Modulformen" 
bezeichnen. 

Nach Kap. 2, § 10,(6) und § 12,(5) ist 
r /2^^rl , ^^ « ««Ä«- 

(ä = «'■•") 



(3) 



^8~\<üJ L2I6 3;^jI-A" 



^ = (-!,-)"ä^ #(1 - Ä"-)" = (v)"[*' - 24 Ä* + . . .]. 

Hier bedeuten f3(«) und f^ln) die Summen der dritten bzw. fünften 
Potenzen der Divisoren der natürlichen Zahl n. Die Darstellungen (3' 
sind für alle in Betracht kommenden Werte der Variablen o),, o). 
gültig und lassen ebenso wie (2) erkennen, daß g^, g^, A homogen 
von den bezüglichen Graden —4, —6, —12 sind und daß zl (als 
unendliches Produkt) stets von Null verschieden ist. 

§ 3. Die absolute Invariante J^{r). 

Wir bilden nun aus g,^ und A die nur vom Periodenverhältnis r 
abhängende Funktion 

(1) /W=Z' 

die auch durch die Gleichung 

(1') 



Jir^-l-'^f- 
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definiert werden kann, /(r) nennen wir die „absolute'* Invariante; 
dieselbe soll als Funktion von t nun näher untersucht werden. 

Es ist nach § 2 

r 1 <» 1^ 

I2~l~2^^"' + --, iri 1 

wo die auftretende Potenzreihe von h^ s= e^*"^, solange |ä'|<1 ist, 
konvergiert, weil A beständig von Null verschieden bleibt. 

Wir haben also zunächst: 

Satz 1. /(t) ist eine in der olercn Hclhehcne reguläre Funktion 
von T« 

Da gj, g'g, A sich nicht ändern, wenn (cOg, a>,) durch ein äqui- 
valentes Paar (co^', a>/) ersetzt wird, so gilt femer: 

Satz 2. Sind x* und x zwei äquivalente Punkte der oberen Halb- 
ebene, so ist 

(3) /(0 = /W- 

Die für uns wichtigste Eigenschaft der Funktion /(t), zu deren Beweis 
wir uns nun wenden, ist aber diese: 

Satz 3. Bedeutet a einen gegebenen endlichen Wert, so besitzt 
die Gleichung 
(4) J(r)-a = 

eine und nur eine Lösung x im Gebiete G. 

Schneiden wir von G durch eine Parallele CC' zur Achse der 
reellen Zahlen das Gebiet G' =-■ CABA'C' ab, so werden alle Lö- 
sungen der Gleichung (4), die sich im Gebiete G finden, notwendig 
dem Gebiete G' angehören, sobald der Abstand c der Parallelen CG' 
von der Achse der reellen Zahlen genügend groß genommen ist. 
Denn ist 

T -= r -\- is, 
wo 5 ^ r, so wird 

also durch genügend große Wahl von c beliebig klein und folglich 
nach (2) der absolute Betrag von /(t) beliebig groß, z. B. '/(t)J > |ä|. 
Dann kann aber eine Lösung der Gleichung (4) im Gebiete G sicher 
nicht außerhalb des Gebietes G' vorhanden sein. 

Wir wollen nun zunächst annehmen, daß auf dem Rande von G 
niemals J{x)— a = wird. Dann ist 






14* 
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die Anzahl der Lösungen der Gleichung (4), wo das Integral positiv 
durch die Berandung von G' erstreckt wird. Das Integral zerlegen 
wir nach dem Schema 

B B c c c 

S-I + S-S'+L 

A A' A' A C 

wo die ersten beiden Integrale durch die Kreisbögen ^4 J9 bzw. A' B, 
die übrigen geradlinig zu nehmen sind. Substituiert man im ersten 

Integrale für t, so geht es in das zweite über; ebenso geht das 

dritte Integral, wenn man x -\- 1 iür r setzt, in das vierte über, denn 
es bestehen nach Satz 2 die Gleichungen 

(^) j[-\)=J{A /(r+l)=/(T). 

Diese Integrale heben sich also auf, und es kommt 

c 

(6) ^ = 2^J^1&(/W-«)- 

c 

Durchläuft nun 

die geradlinige Strecke CC^ so beschreibt 

einen Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius e"^''^, welcher durch 
Vergrößerung von c beliebig klein gemacht werden kann. Das Inte- 
gral (6) gibt daher an, wenn wir /(t) — a als Funktion von h^ be- 
trachten, von welcher Ordnung diese Funktion im Nullpunkt unend- 
lich wird. Daher ist nach (2) 

d. h. /(t) — a wird im Gebiete G genau einmal Null, w. z. b. w. 

Etwas umständlicher wird der Beweis unseres Satzes, wenn wir 
die Annahme, J(t) — a bleibe auf dem Rande von G' beständig von 
Null verschieden, nicht machen. Wir verfahren dann so: Wir mar- 
kieren auf dem Rande von C die Punkte 

c (7) A, B, A\ /), p\ p,, />i', ... 

C/i C/i' die so gewählt werden sollen, daß unter ihnen 

diejenigen Randpunkte vorhanden sind, für welche 
y^ j) _ a verschwindet (Fig.7 1). /> und />'sollen dabei 
symmetrisch zur Achse des Imaginären liegen, 
ebenso p^ und p^' usw. Die Pimkte p\ p^', - . - 
scheiden wir durch Kreisstücke aus dem Gebiete 
G* aus, die so klein gewählt werden, daß in ihnen. 
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vom Mittelpunkt abgesehen, J {T) — a nicht wird; die Punkte pyp^,.-. 
dagegen umgeben wir nach dem Äußeren von G' hin mit ebensolchen 
kleinen Kreisstücken; endlich werden auch noch A,B,A' durch 
Kreisbögen ausgeschlossen. So entstehe aus C das Gebiet G". 

Die um die Punkte (7) gelegten Kreisbögen bezeichnen wir be- 
züglich mit 

(A), (B), {A'), ip),{p'). (P,),{Pr')'-- 

und haben dann in verständlicher Schreibweise, wenn wir die sich 
aufhebenden Integralteile gleich unterdrücken, 

(8) 2jtiN = Jd\g{J{T)-a) 

c 
=-/ + / + / + / + / + / + / + /+..., 

C (A) (B) {A') ip) {p') (Pi) (Pi') 

wo nun N die Anzahl der Nullstellen von J{x) — a im Gebiete G" 

bedeutet. 

Wegen der Gleichungen (5) heben sich die Integrale über {p) 

und [p') auf, ebenso über [p^ und (p^) usw. Verschwindet nun die 

Funktion J(t) ~ a nicht in den Ecken A, B, A\ so können die 

Integrale über (^4), (B), {A') fortgelassen werden, und (8) geht 

über in 

c 

c 
also in (6), womit N ^^- 1 bewiesen ist. 

£"5 bleibt noch der Fall zu behandeln, daß / (t) — a in den Ecken 
verschwindet. 

Für T =^ 1 ist 

(Q\ ^/J^ ^. V'__L__- -^ _ N" ] 

^""^ 140 — (fn, -r w, i)« " - -^ (_ m, i + m^)« 

= — V ^ = 0, 

da fWg, — m^ dieselben Wertpaare wie m^, m^ durchlaufen; also 

Ss = Oy J{t)=^U 
Für T = Q ist 

HO) ^J!^== y ^ _iv V ==lv^ ^ 



60 -^ (m^ -r Wg q)* q ^ (w^ (>« -f m^/ ^ ^ (- m^ g — w^ 4- m^)* 

e (m^ t- mj ^)^ 
da — fn^ + ^a» ~ ^i dieselben Wertpaare wie fn^, m^ durch- 
laufen; also 

g^. = o, J{q)=-o, 
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Für a= 1 verschwindet also / (r) — a in B, aber nicht in A 
und A'. Folglich ist für a = 1 

c 

(11) 2niN=^J + J. 

C {B) 

Wegen /( \ z= J {%) ist aber, wenn (ß') den Bogen {B) zu 

einem Vollkreis {K) ergänzt, 

(1 2) Jrf lg (/ (r)- 1) = Ji lg (/ ( _ 1) - l) = ^^d lg (/(r) - 1) . 

Nach (l') verschwindet nun / (t) — 1 in t = * von gerader Ord- 
nung 2v (v^ 1). Nach (11) und (12) ist aber 

N = 1 —V, 

also, da N seiner Bedeutung nach ^ ist, 

iV = 0, v=\. 

In G" verschwindet daher /(t) — 1 nicht; diese Funktion hat 
also in G nur die eine Nullstelle t = «. 

Auf dieselbe Art zeigt man , daß die Gleichung / (t) = in G 
nur die eine Lösung t = ^ besitzt. 

Damit ist Satz 3 bewiesen. 

§ 4. Die Gleichungen g^ (coi, co«) = 0«, gfs («oj , a>a) =r cj^ . 

Es seien jetzt Cg und Oj gegebene Werte, für welche 

rg» - 27 fj« =- c 
von Null verschieden ist. 

Die Gleichungen 

^ ^ ^8(0^1' 0^3) = ^ 

seien nach o^ und cüg aufzulösen. 



8 
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1. Es sei Cg=0. Setzt man t=^ ^ = ^, so ist nach § 3, (10) 

Bestimmt man noch m^ aus 

«,^. = 140 1 



^8 "^ (»»I + W^P)'' 

so ist (1) erfüllt. 

2. Es sei C8 = 0. Für T = t ist nach §3, (9) die Gleichung 
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erfüllt. Die Lösung von (l) wird dann durch 

4 60 y, 1 



geliefert. 

3. Es sei Cj +0, Cj -|- 0. 

Die Gleichungen (l) sind dann und nur dann erfüllt, wenn die 
Gleichungen 

^ ^ ^8 («»1 > «ö«) ^» ' ^a* («»1 > o)«) - 27 g-g« («i , Wg) c 

bestehen. 

Betrachten wir nun (o. und — •-= t als zu bestimmende Größen, 

so schreiben sich die Gleichungen (2) in der Form 

1 






«^1 =7 



» 60-2" 



(fWi-f-fngt)* 



c» 



Nach § 3, Satz 3 hat die letztere Gleichung eine Lösung r; aus 
der ersteren ergibt sich dann (o^ durch Wurzelziehen und m^ aus 



€0^ = COjT. 



Damit ist die zu Beginn dieses Kapitels gestellte Frage in be- 
jahendem Sinne beantwortet: 

Es ist stets möglich, die Perioden co^, co^ so zu wählen, daß die 
Invarianten g,, g, einer mit diesen Perioden gebildeten Funktion 
^(«/o>i, (üg) vorgeschriebene Wette c^y Cg mit c^ — 210^^0 besitzen. 



§ 5. Die Funktion x^ (r) • 

Im 3. Kapitel, § 3, haben wir gesehen, daß die elliptische Funktion 
s{u) der Differentialgleichung 

(1) [s' {u)Y = { 1 - s^ (u)) ( 1 - x^ s^ (u)) 

genügt x^ war dabei als Funktion von t definiert durch die 
Gleichung 

(2) "" ~V~^-^.' 

und es ist x^ von und 1 verschieden, da die Werte e^, e^, e^ von- 
einander verschieden sind. Zu jedem r (mit positiv imaginärem Teil) 
gehört also ein von und 1 verschiedener Wert von x* und eine 
Funktion s {u) . Wir fragen nun, ob umgekehrt zu jedem von und 1 
verschiedenen x^ die Differentialgleichung (l) durch eine elliptische 



210 n,5. Elliptische Gebilde. 

Funktion s (w) befriedigt werden kann. Es ist also zu untersuchen, ob 
für jedes von und 1 verschiedene a die Gleichung 

(3) X« (t) = a 

durch ein r mit positiv imaginärem Teil gelöst werden kann. 
Wir setzen 

(4) e^= —~-, e^==e^ + l, e^ = e^ + a, also e^ + e^ + e^ = 

und mit Rücksicht auf Kap. 1, § 7, (16), 

(5) g2 = - 4(^1^9 + ^9^8 + ^8^i)' S9 == 4^1 e^ e^ . 
JDann sind die Zahlen e^, e^, e^ voneinander verschieden, und daher ist 

§ 4 lehrt nun,daß die Gleichungen (5), also auch (4) durch zwei Perioden 
cüj, a>g befriedigt werden können. Setzt man - = t und trägt (4) in 
(2) ein, so erkennt man, daß dieses t der Gleichung (3) gei^ügt. 



5. Kapitel. 

Elliptische Gebilde. 
§ 1. Das Weierstrasssch^ Gebilde. 

Sind X und y zwei komplexe Variable, die durch eine algebraische 
Gleichung mit konstanten Koeffizienten 

(1) G[x,y) = 

verbunden sind, so nennen wir die Gesamtheit der Wertepaare, welche 
der Gleichung (1) genügen, ein algebraisches Gebilde. Jedes Werte- 
paar [x, y) heißt eine Stelle oder ein Punkt des Gebildes. Gibt es 
reelle Wertepaare [x, y), die zu dem Gebilde gehören, so werden 
diese durch die Punkte der algebraischen Kurve G{xy y)=0 dar- 
gestellt, wenn wir x, y als rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene 
deuten. 

Wir wollen uns nun hier mit dem algebraischen Gebilde 

(2) y^ = «o^* + ^l^ + «2^^ + ^8^+«4 = C4 (^) 

beschäftigen, wobei wir die Konstanten a^, ...,a^ nur der einen Be- 
dingung unterwerfen, daß G^ {x) = keine Doppelwurzel hat. 

Damit ist insbesondere der Fall a^ = 0, a^ = ausgeschlossen ; 
sonst würde nämlich die Doppelwurzel oc vorliegen. Die rechte Seite 
von (2) ist also ein Polynom 3*^*^ oder 4^° Grades. Das durch (2) 
dargestellte algebraische Gebilde .nennen wir das elliptische Grund- 
gehilde. 
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In diesem Paragraphen betrachten wir den speziellen Fall, wo 
es sich um das Gebilde 

(3) y^ = 4%»-g,%-g3, 

das Weierstrasssche Gebilde, handelt. Hierin bedeuten g^ und gg be- 
liebige Zahlen, die nur der Bedingung 

unterliegen. 

Wir haben im vorigen Kapitel bewiesen: Die Größen co^ und 
ft>3 können so bestimmt werden, daß 

wird und -^ nicht reell ist. 

Bildet man mit diesen Größen co^, co, die Funktion p{u), 
so ist 

und folglich wird 

(4) x = p{u), y-J^'W 

ein Punkt des Gebildes (3) sein. Wir behaupten, daß die Stellen 
des Gebildes und die Punkte eines Periodenparallelogramms der 
Funktion p{u) eindeutig umkehrbar aufeinander bezogen sind. Zu- 
nächst entspricht vermöge (4) jedem Punkt eines Periodenparallelo- 
gramms ein Punkt des Gebildes (wenn die Stelle Ji; = oo , y = oo zu 
dem Gebilde gerechnet wird). Ferner hat die Gleichung x==p{u) 
im Periodenparallelogramm genau zwei Lösungen u^ und u^; für 
diese ist p'(^u^)=^ — p'{u^. Gehört also u^ zu [x, y), so gehört u^ 
^M [x, — y); für y + gehört daher zu [x, y) genau ein Punkt des 
Periodenparallelogramms. Für y = aber ist «^ =-= w^, so daß auch 
in diesem Falle der Stelle [x, 0) des Gebildes genau ein Punkt u^ 
des Parallelogramms entspricht. 

Das Ergebnis dieses Paragraphen können wir nun leicht auf den 
allgemeinen Fall (2) ausdehnen. Das geschieht in §§ 2, 3. 

§ 2. Das Gebilde y^ = Ot(x). 

Es sei 

f 1) y^ = «1 ^ + «2 ^' + «8 ^ + «4 =^ ^8(^) i^l + 0), 

wo das Polynom G^{x) drei verschiedene Nullstellen haben möge. 
Wir setzen 
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dann geht (1) über in 

(2) y^» = fi^^. + (356 + «,)V + .... 

Nun wählen wir a und h derart, daß x^ den Faktor 4 und x^ 
den Faktor erhält: 

Hierdurch erhält (2) die Form 

wobei sich die Koeffizienten g, und g^ leicht durch a^ , . . . , a^ aus- 
drücken lassen. Die Diskriminante g^ — ^lg^ ist dabei +0, da 
Gg (^) = lauter einfache Wurzeln hat. Nach § 1 wird daher das 
Gebilde (1) durch 

dargestellt, wo ^(«) die zu den Invarianten g,, g^ gehörige ^-Funktion 
bedeutet. <p («) ist also eine elliptische Funktion zweiten Grades mit 
dem Doppelpol « = 0. Die Gleichungen (3) ergeben jede Stelle des 
Gebildes (1) genau einmal, wenn u alle Lagen in einem Perioden- 
parallelogramm annimmt. 

§3. Das Gebüde y^=^G^(x). 

Schließlich sei das Gebilde 
(1) y« = a^x^ + a^x?^-\- a^x^ + ««^ + «4 = ^4 W 

gegeben, wo G^ [x) = vier verschiedene Wurzeln hat. 

Wir setzen 

^ = — + 6-, y==--V 



^1 ^i 



und finden 

(2) yt^ = «o(l + ^^xf + «i^i(l + oxJ' + a, V(l + c^i)* 

+ «8^(1 + ^^1)4-^4 V 

= ftl V + ^ V + ^8 ^1 + ^ » 

falls c eine Lösung der Gleichung G^(%) = bedeutet. Da G^(x) 
lauter einfache NuUstellen hat, so gilt dasselbe für das Polynom (2); 
aus demselben Grunde ist 6^ = G/(c) + 0. Nach dem Ergebnis des 
vorigen Paragraphen läßt sich nun das Gebilde 

darstellen durch 
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Das Gebilde (l) wird also dargestellt durch 

Das Ergebnis fassen wir noch einmal zusammen: 
Satz: Die Punkte des elliptischen Grundgebildes 
(3) y« -= a^x* i-a^x^ + a^x^ + a^x + a^ 

lassen sich darstellen in der Form 

X ^ q>(u) = -^(- -Ty 

y = 0? (m) = ^—. — -r—-,}^ (ad — bc + 0). 

q}{u) ist also eine elliptische Funktion 2'^^ Grades und hat die 
Polsumme Null. Ist die rechte Seite von (3) ein Polynom 3*«° Grades, 
also «0 = 0, so ist <^(m) eine ganze lineare Funktion von p{u). 

Durch die Substitution 

ax,-^b (ad — bc)y. 

cx^-rd' y (px^-rdf 

geht (3) über in 

y^=-^x^-g^x^-g^, 

§ 4. Das Legendresche Gebilde. 

Das Gebilde 

(1) y^=^{l-x^){l-x^x^), 

wo X* von und 1 verschieden ist, wollen wir das Legendresche 
Gebilde nennen, weil es der Form der elliptischen Integrale zugrunde 
liegt, die Legendre bei seinen klassischen Untersuchungen benutzte. 
Dasselbe fällt natürlich unter die im vorigen Paragraphen behandelten 
Gebilde. Man kann aber auch ganz direkt zeigen, daß dieses Gebilde 
durch elliptische Funktionen dargestellt werden kann. 

Nach § 5 des vorigen Kapitels laßt sich nämhch die Gleichung 

«2(r) = a (« + und 4- 1) 

stets durch ein r mit posiüv imaginärem Teil lösen. Die zu diesem 
T gehörige Funktion s{u) genügt dann der Differentialgleichung 

{s'(u)y = {1 - s^u)){l - as^iu)). 

Daher läßt sich das Gebilde (1) darstellen durch 

x = s[u)y y = s'{u). 
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§ 5. Die Hauptform der Biemannschen Fläche 

des Gebildes y« = G4 {x) '). 

Wir wollen im folgenden den inneren Zusammenhang der Steüen, 
aus denen sich das elliptische Grundgebilde zusammensetzt, genauer 
studieren. Hierzu dient die von Riemann herrührende Darstellung 
der mehrdeutigen Funktionen durch die nach ihm benannten Flächen, 
welche wir aber hier nur für den uns speziell interessierenden Fall 
in Betracht ziehen wollen. 

Eine Fläche F heißt Riemannsche Fläche des elliptischen Gebildes 

(1) y^ = A^x^ + A^x^ + A^^x'' + A^x + A, = G,{x), 

wenn die Punkte der Fläche eindeutig umkehrbar den Stellen des Ge- 
bildes zugeordnet sind und zwar so, daß einer stetigen Lagenänderung 
des Punktes auf der Fläche F eine stetige Änderung des zugehörigen 
Wertepaares ixyy) entspricht, solange x und y endlich bleiben. 

Aus dieser Definition folgt, wie sogleich noch näher ausgefühn 
werden soll, daß die Riemannscht. Fläche nicht eindeutig bestimmt ist, 
sondern in den mannigfaltigsten Arten herstellbar ist. 

Zunächst erhalten wir unmittelbar eine besonders einfache Gestalt 
der Riemannsch^n Fläche des Gebildes (l), wenn wir die Darstellung 
des Gebildes in der Form 

(2) x = q){u), y = (p'{u) 

heranziehen. Dabei bedeutet (p{u) eine elliptische Funktion zweiten 

Grades mit der Polsumme Null. 

Die Punkte (x, y) des Gebildes sind durch die Gleichungen (2i 

eindeutig umkehrbar den Punkten des Periodenparallelogramms abcd 

zugeordnet. Von den Randpunkten des Parallelo- 
gramms sind dabei nur die Punkte auf den Seiten 
ab, ad zum Parallelogramm zu rechnen, exklusive 
der Punkte b und d. Nehmen wir die Rand- 
punkte mit hinzu, so verhält sich die Sache so, 
daß immer je zwei gegenüber liegende Punkte, 
wie ju und f/ oder v und v, denselben Punkt des 
elliptischen Gebildes repräsentieren und daß ins- 
besondere die vier Ecken a, b, c, d alle vier 
einem und demselben Punkt des Gebildes ent- 
sprechen (Fig. 72).Es wird dann also die Eindeutigkeit 

gestört, insofern gewisse Punkte des Gebildes zwei verschiedenen 




Fig. 72. 



*) Eine eingehendere Behandlung der Riemannschen Flächen findet man 
im 3. Abschnitt. (A. d. H.) 
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Punkten und ein Punkt des Gebildes sogar vier Punkten der Paral- 
lelogramm fläche korrespondieren. 

Die Mehrdeutigkeit können wir aber auf folgende Weise wieder 
beseitigen. Wir denken uns das Parallelogramm aus einem voll- 
kommen biegsamen und dehnbaren Material hergestellt. Wir bringen 
dasselbe zunächst durch geeignete Dehnung in die Form eines Recht- 
ecks (Fig. 73). Sodann biegen wir die Rechtecksfläche in die Gestah 
eines Zylinders derart, daß die Seite cb auf die Seite ad fällt, wo- 
durch sich je zwei Punkte /t, // in einen einzigen Punkt vereinigen 



' : L ■ 

< f 

,'■ — i [, 



(Fig. 74). Nunmehr biegen wir die Zylinderfläche in einen Kreisring 
oder Torus, wobei nun auch je zwei entsprechende Punkte v und v', 
sowie die vier Punkte a, b, c, d zur Deckung gelangen (Fig. 75). 

Auf die Punkte dieses Kreisringes sind nun die Stellen des ellip- 
tischen Gebildes eindeutig umkehrbar und stetig bezogen. 

Dabei ist noch zu bemerken, daß wir zwei Stellen im Perioden- 
parallelogramm, also auch auf dem Kreisringe haben, an welchen 
x^=Oü, ^ = 00 wird, wenn a^ von Null verschieden ist, im andern 
Falle nur eine solche Stelle. 

Im ersteren Falle müssen wir also, um eine durchgängig eindeutig 
umkehrbare Beziehung zwischen den Stellen des elhpiischen Gebildes 
und den Punkten des Kreisringes zu haben, das Wertepaar sr^-ct, 
y = oo zweimal als Stelle des elliptischen Gebildes rechnen. 

Den Kreisring wollen wir als die „Haupiform" der iftemannschen 
Fläche des elliptischen Grundgebildes (l) bezeichnen. 

Man beachte, daß den Parallelen zu dem einen Seitenpaar ab, 
cd des Perioden Parallelogramms auf dem Kreisringe die „Meridian- 
kreise" entsprechen, den Parallelen zu dem anderen Seitenpaar ad , bc 
die „Breitenkreise". 
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§ 6, Die zweiblättrige Form der Miemannschen Fläche 

von y^ = ©4 (x) , 

Wir wenden uns nun zu der Form der Rietnannschen Fläche 
unseres Gebildes (l), welche die ursprünglich von Rietnann angegebene 
und in der älteren Literatur fast ausschließlich verwendete ist. Folgende 
Bemerkungen schicken wir zweckmäßig voraus. 

Die Funktion 



y = Vx — a 

hat für jeden von a verschiedenen Wert von x zwei entgegengesetzt 
gleiche Werte; sie ist also eine zweideutige Funktion von x. 

Ist Xq ein von a verschiedener Wert, so können wir 



y = V(^o ~ «) + (^ - ^o) = VxQ-a'{l 



-.A* 



^0 



x^—a, 



nach aufsteigenden Potenzen von x — Xq entwickeln; die entstehende 
Potenzreihe wird den einen oder den andern der beiden Werte von 



Vx — a ergeben, je nachdem wir für den Faktor V^o ~" ^ ^^^. ^^"^^ 
oder den andern seiner beiden Werte wählen. Man sieht also: 

In der Umgebung einer von a verschiedenen Stelle Xq zerfällt der 

Wertevorrat von y == Vx — a in zwei Systeme, von denen jedes durch 
eine gewöhnliche Potenzreihe von x — x^ darstellbar ist. 

Wenn wir x eine stetige Linie x^ ... x^ beschreiben lassen, 
die nicht durch den Punkt a geht, so können wir jeder Lage von x 

auf der Linie einen der beiden Werte von y = Vx — a zuordnen. 

Verlangen wir aber, daß y sich stetig ändern 
soll, so ist y in jedem Punkte der Linie ^c^ . . . jt^ 
offenbar völlig bestimmt, wenn wir für den 
Anfangspunkt x^ festgesetzt haben, welchen der 

beiden Werte von Vx^^ — a hier y besitzen soll. 

^. -ß Setzen wir 

Flg. 76. 

X — a -= Q't**f, 

so ist der Winkel <p längs der Kurve x^^ ... x^ eindeutig bestimmt, 
wenn war ihn für den Anfangspunkt x^ willkürlich fixiert haben und 
längs der Kurve sich stetig ändern lassen (Fig. 76). 

Beachten wir, daß 




- i^ 



Vx — a ^Vg'e ^ 
ist, so erkennen wir sofort, indem wir x^^ mit x^ zusammenfallen lassen: 

Beim Durchlaufen einer geschlossenen Kurve, die den Punkt a 
ausschließt, nimmt y =Vx — a seinen ursprünglichen Wert wieder üü 
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Beim Durchlaufen einer einfach geschlossenen Kurve, die den 
Punkt a einschließt, geht y=^^x — a in seinen entgegengesetzten Wert 
— ^x—a über. 

Diese Sätze lassen sich sofort auf eine Quadratwurzel aus einer 
beliebigen ganzen rationalen Funktion von x übertragen. 

Insbesondere folgt für 



daß 



y==^/A^x' + A^y^ + A^x' + A^x + A, 

= ^/A^'^/V^^^'^/J^^^'^/7~'^^^/V^^^ {a^ + o), 



1. in der Umgebung einer von a^, a.^, a^, a^ verschiedenen 
Stelle Xq der Wertevorrat von y in zwei Systeme zerfällt, von denen 
jedes durch eine gewöhnliche Potenzreihe von x — Xq dzrsteUba^ ist 

2. beim Durchlaufen einer einfach geschlossenen Linie y in seinen 
ursprünglichen Wert oder in seinen entgegengesetzten Wert — y über- 
geht, je nachdem die Linie eine gerade oder eine ungerade Anzahl der 
Punkte a^, a^, a^, a^ einschließt. 

Die Punkte a^, a^, a^, a^ heißen die „Verzweigungspunkte'' von y. 
Wir haben hier den Fall k^, + vorausgesetzt. Ist Aq^O, so 
bleiben vorstehende Sätze gültig, nur daß dann a^ = oo zu nehmen 
ist. Wir denken uns nunmehr in die komplexe Zahlenebene (oder 
Zahlenkugel) vom Punkte a^ zum Punkte a^ einen Schnitt angebracht. 
Jeder Punkt X, der von dem Schnitte getroffen 
wird, erscheint nach Ausführung des Schnittes ein- A* ^ 

mal auf dem linken Rand des Schnittes, ein zweites **" 

Mal auf dem rechten Rand ; wir unterscheiden diese pig. 77. 

zwei Punkte, die denselben Wert X von x reprä- 
sentieren, durch die Bezeichnung jl"^, X~ voneinander (Fig. 77). 

In derselben Weise führen wir einen Schnitt vom Punkte a^ 
zum Punkte a^, der jedoch so gewählt wird, daß er den Schnitt 
a^ ... a^ nicht trifft. Die Punkte der beiden Schnittränder, welche 
denselben Wert ju von x repräsentieren, seien wieder mit /i"^, /i~ 
bezeichnet. 

Die mit den Schnitten a^a,, a^a^ versehene Ebene (oder Kugel) 
wollen wir mit E bezeichnen. Die Punkte auf den Rändern der 
Schnitte bilden die „Begrenzung*' von E. 

Fixieren wir irgendeinen Punkt Xq in der Ebene E und ordnen 
wir diesem Punkte einen der beiden zugehörigen Werte von y — wir 
wollen ihn mit y^ bezeichnen — zu. Gehen wir von Xq stetig nach 
X auf einem im Innern von E verlaufenden Wege C. so wird y^ 
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»8» "^4 




stetig in einen der beiden x entsprechenden Werte von y übergehen. 
Dieser Wert von y ist nun unabhängig von dem gewählten Wege. 
Denn sei C^ ein anderer Weg, so bildet derselbe mit C eine ge- 
schlossene Linie, die notwendig eine gerade Anzahl der Punkte c?^, 
d«, a^ einschließt (Fig. 28). Gehen wir also von :ii;^j längs C nach x, so 

geht y^ etwa stetig in y über, gehen 
wir weiter von x längs C^ nach Xq, 
so geht y wieder stetig in den 
Wert y^ zurück. Durchlaufen wir da- 
her Cj in umgekehrter Richtung 
(von Xq nach x), so wird y^ in y 
übergehen. Ordnen wir jedem 
Punkte x der Ebene E denjenigen 
Wert von y zu, der in der angegebenen Weise entsteht, so haben 
wir dadurch eine eindeutige Funktion in der Ebene E bestimmt. 

Man bemerkt sofort, daß den Randpunkten X'^ und X" (oder 
jn'^ und /Li~) entgegengesetzte Werte von y entsprechen. 

Wir denken uns nun ein zweites Exemplar E' der Ebene (oder 
Kugel) E genommen und dasselbe dicht über die Ebene E parallel 
zu ihr gelegt, so daß zwei denselben Wert x repräsentierende Punkte 
senkrecht übereinander liegen. Wenn y der Wert ist, welcher dem 
Punkte X in der Ebene E zugeordnet wurde, so soll dem Punkte x 
der Ebene £' der Wert — - y zugeordnet werden. Was die Punkte auf 
den Schnitträndern betrifft, so ist folgendes klar. Dem Punkte X^ 



Fig. 78. 




Fig. 79. 





Fig. 80. 



Fig. 81. 



in der Ebene E ist derselbe Wsrt y zugeordnet, wie dem Punkte X~ 
in der Ebene £' und umgekehrt dem Punkte X~ der Ebene E der- 
selbe Wert y, wie dem Punkte >l+ in der Ebene E\ Entsprechendes 
gilt von den Randpunkten /ll^ und jll~. 

Heften wir nun den linken Rand jedes Schnittes in der Ebene E 
an den rechten Rand des entsprechenden Schnittes der Ebene £' 
und vice versa, und zwar so, daß entsprechende Randpunkte auf- 
einanderfallen, so entsteht eine aus den beiden Ebenen E und E' be- 
stehende Fläche, auf deren Punkte die Stellen {x, y) des elliptischen 
Grundgebildes eindeutig umkehrbar bezogen 'sind. Wir nennen E 
und E' die Blätter der Fläche, die Linien a^ a^ und a^ a^ , bei deren 
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Überschreiten man aus einem Blatt in das andere gelangt, die Ver- 
zweigungS' oder Übergangslinien, 

Diese Fläche ist die gewöhnlich als Riemannsche Fläche des 
elliptischen Grundgebildes bezeichnete Fläche. Wir können von ihr, 
wie man an den beistehenden Figuren leicht einsieht, durch stetige 
Deformation zur Hauptform übergehen. Man denke sich nämhch E 
und £' als Kugeln, auf denen die Verzweigungsschnitte zu Kreisen er- 
weitert sind (Fig. 79); dann ziehe man diese Kugeln zu Zylindern 
aus (Fig. 80)> imd schließlich biege man die beiden Zylinder zu einer 
Ringfläche zusammen, wobei man die einander zugeordneten Rand- 
teile von E' und E zur Deckung bringt (Fig. 81). Die Ufer der 
Schnitte a^ a^ und a^ a^ gehen dann auf der Ringfläche in je einen 
Meridiankreis über. 



6. Kapitel. 

Elliptische Integrale« 
§ 1. Definitionen. 

£s sei 

.(1) y^ = ao^* + a^ ^»+ a^x^ + a^x + a^, 

wo das Polynom auf der rechten Seite keine mehrfache Nullstelle 
besitzt; y ist also die Quadratwurzel aus einem Polynom 3**° oder 
4ten Grades in x. 

In jedem Punkte der Riemannschen Fläche F des Gebildes (1) 
haben sowohl x als auch y einen ganz bestimmten Wert; man sagt: 
Auf der Riemannschen Fläche F sind x und y eindeutige Funktionen 
des Ortes, Ist R{x, y) irgendeine rationale Funktion von x und y, 
so wird auch sie in jedem Punkte der Fläche F einen ganz be- 
stimmten Wert besitzen, also eine eindeutige Funktion des Ortes auf 
F sein. 

Wir betrachten zwei Punkte p^yp^ der Fläche F und verbinden 
sie diurch irgendeine Linie. Da längs dieser Linie in jedem Punkte 
sowohl X als auch y einen ganz bestimmten Wert haben, so hat 
das Integral 

(2) J=jR{x,y)dx, 

genommen über die Linie p^p^, jedenfalls dann einen ganz bestimmten 
Wert, faUs x und R{x, y) auf dem Integrationswege endlich bleiben 
Aber auch wenn x oder R(x ^ y) auf der Linie ^^ • • • #a Unendlichkeits- 
stellen haben, kann das Integral einen endlichen Wert haben, es ist 

Hurwits-Courant, Funkdonentheori«. 15 
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dann eben ein uneigentliches Integral*). Wir nennen das Integral (2) 
ein bestimmtes elliptisches Integral. 

Lassen wir in (2) die x>bere Grenze p^ variabel und fügen noch 
eine willkürliche Konstante hinzu, so erhalten wir eine Funktion von 

J = SR{x,y)dx, 
welche der Differentialgleichung 

genügt. Wir nennen sie ei^ unbestimmtes elliptisches Integral. 

§ 2. Die unbestimmten elliptischen Integrale. 

Wir wollen versuchen, beliebige unbestimmte elliptische Integrale 
durch gewisse spezielle unter ihnen auszudrücken. 

Nach Kap. 5, § 3 läßt sich durch eine Substitution 

die Gleichung -' " , 

y« = a^x* + a^x^ + a^x^ + a^x + a^ 
in die Form 

(2) y" = 4^«-g,x'-g, 

transformieren. Nun ist 

dx' (ex' -f d^ ' 
durch die Substitution (l) geht also das elliptische Integral 

z = f R{Xf y)dx 
Über in 

(3) _ . . iz = /^(«',/)iA1 

WO R wieder eine rationale Funktion ist und zwischen ^ und y' die 
Gleichung (2) besteht. Wir setzen 

dann geht (3) über in 

z=^Jr{p(u), p'{u))p'{u)du^jF{u)du, 
wo F{u) eine elliptische Funktion bedeutet. 

^) Man definiert ein uneigentliches Integral als Grenzwert eines eigentlichen, 



(-ß^ = lim (-^ . 
J \/l— * *=i J yl-x 



l 





wobei h von links gegen 1 rückt. 
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Nach Kap. 1, § 12 läßt sich nun aber die aUgenteinste elliptische 
Funktion F{u) darstellen in der Form 

F(«) = C + ^{^ C(« - «) -hv4, p(« - a) + /l,^'(« - a) + . . . 

zwischen den Residuen A besteht dabei die Gleichung 

2" .4=0. 
Also wird 

z = fF{u)du = Cu + I:[aJc{u - a)du + Ajp{u - a)du 

+ A^p{u - a) + . • . + A^'~'-t){u - a)] + C, . 
oder, da * ' 

ist, 

. . (z = C^ + Cu +2:A\ogö{u — a) — 2A^^{u — a) 

Die letzte Summe ist als elliptische Funktion rational durch p{u) 
und p'{u), d. h. durch x und y ausdrückbar ^). 

Wir bringen die rechte Seite von (4) noch auf eine andere Ge- 
stalt, um das Integral z durch möglichst wenige Terme transzendenter 
Natur auszudrücken. Zunächst bemerken wir, daß 

C(i<-a)-C(«) 

die Perioden m^ und o>^ besitzt. Wir ersetzen deshalb 

2A^l:{u-a) durch CW'-S'^i +^^i[f(« - a) - f («)]. 
Sodann wollen wir 

ZA log o (« — a) = ZA log o{u — a) — log o{u) ZA 
ersetzen durch 

ZA log ' ,\ + -TT W . ■ 
^L ° o{u)o{a) o{a) J 

Der Unterschied zwischen beiden 3ummen ist offenbar eine lineare 
Funktion von u. Wir bemerken noch, daß in der vorstehenden Summe 
gegebenenfalls das a = entsprechende Glied zu unterdrücken ist. 
Die Gleichung (4) läßt sich nunmehr so schreiben: 

\ z = c + c,u + r,C(«) + 2A [log?^"-,:^ + ^n] 
(4') \ "II «»V J I l ^a(u)a{a) ' «(a) J 

I +Äi(p(«), p'(«)), 

wo /?- eine rationale Funktion bedeutet. 



*) Der Einfachheit halber schreiben wir wieder x, y statt x*, y'. (A d. H.) 

15* 
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£s setzt sich also das allgemeinste elliptische Integral linear zu- 
sammen aus Gliedern der. Form 

«, f(«). iog£(fLzif)+?;^)« 

und aus einer rationalen Funktion von x = p{u), y = p'{u). 

Diese einzelnen Glieder sind selbst elliptische Integrale. Nämlich 

JA X 
— heißt elliptisches NorvtalifUegral erster GaUung. 

Dieses Integral f ^— ^ heißt elliptisches Normalintegral zweiter Galtung. 
Um auch 

^cr(i#)(7(a) ^ o(a) ^ '"^^ o{u)o{a) ^ ^ W" 
als elliptisches Integral darzustellen, benutzen wir die Gleichung 

1 i/iu)-y^^ _ ^^^ _ ^^^ 

die wir in § 12 des 1. Kapitels ableiteten. Wir setzen in derselben 
V == — a und integrieren dann nach u; auf diese Weise kommt 

= loga(a — u)— log a{u) -{-■ C{a)'U — logo(a) 

bei geeigneter Verfügung über die Integrationskonstante. Setzen 
wir noch 

f{u) = x, p'(w) = y, ^{a) = x^, F» == ro» 
so kommt 

^ ' ^ o(u)o{a) ' a(a) J^x-x^ y 

Dieses Integral heißt elliptisches NorpuüitUegral dritter Gattung. Das- 
selbe hängt von einer willkürlich bleibenden Stelle Xq = p(a)y y^ = p'(a ) 
des elliptischen Grundgebildes ab. 

Das hauptsächlichste Ergebnis unserer Untersuchung fassen wir 
in folgenden Satz zusammen: 

Wenn y definiert ist durch die Gleichung 

so läßt sich das allgemeinste Integral der' Form 

z== f R{x, y)dx 
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darstellen als eine lineare Funktion von Integralen der Gestalt 
rdx rxäx pl y + y, dx 
J y ' J y ' J 2 x-x^ y ' 
vermehrt um eine rationale Funktion von x und y. 
D.h. es ist 

In der Summe auf der rechten Seite wechseln von Glied zu 
Glied die Konstanten A, x^, y^. 

§ 3. Die bestimmten elliptischen Integrale. 

Wir wollen in diesem Paragraphen untersuchen, in welcher Weise 
der Wert eines elliptischen Integrales 

]'«('. y)d' 

von dem p^ mit p^ verbindenden Integrationswege abhängt. 

Nach § 2 dürfen wir uns dabei auf die Betrachtung der Normal- 
inlegrale 

Pi h Pi 

beschränken. 

Die Hauptform der Riemannschtn Fläche denken wir uns durch 
Zusammenbiegung aus dem Perioden parallelogramm entstanden. Be- 
zeichnen wir mit Ä*,Ä-,B-^,B- die Seiten des Parallelogramms, 
so finden wir dieselben auf der 
ffMfManNschen Fläche in der Weise 
wieder, daß Ä+ mit A~ in der 
Linie A und B* mit B~ in der 
Linie B zur Deckung gelangt sind, 
(In der Figur 62 ist der Einfachheit 
halber das Periodenpaiallelogramm ~ i- 

als Rechteck gezeichnet.) Die Ge- Fig. 82. 

samtheit der nicht auf A und B 

liegenden Punkte der Aiemuflnschen Fläche nennen wir T. Die aus 
A'^ entstandene Seite der Linie A nennen wir die positive, die aus 
A- entstandene die negative. Einen Punki p von A nennen wir 
p+ oder p- , je nachdem wir ihn uns durch Hineinrücken eines 
Punktes von T auf die positive oder die negative Seite von A ent- 
standen denken. Keselben Festsetzungen mögen für B gelten. 




230 11,6. Elliptische Integrale. 

Jedem Punkte p von T entspricht ein bestimmter Punkt u = ulp ^ 
des Periodenparallelogramms. Dann ist längs A 

U(p-)-^ u{p-^) = (ü^ 

und längs B 

u{p-) — u{p+)--=o)^. 

Liegt eine Linie p * . -p^ ganz in T, so entspricht ihr eine im In- 
nern des Periodenparallelogramms liegende Linie 
^ Wj ...«g, und es ist 

Überschreitet dagegen ^^ . . • ^g die^ Linie A , und zwar 
von der negativen zur positiven Seite, so ist (Fig. 83) 

'Ji=-f^-^ = S +S = u{P')^u{p,) + u (p,) -u{p^) 
Pl ^ Pl p-^ 

überschreitet p^ . . . ^g die Linie A von der positiven zur negativen 
Seite, so ist 

/i = «(/^a)-«(/^i)-o>i- 

Ebenso gilt natürlich, wenn der Weg pj.* -p^ die Linie B einmal 
überschreitet, 

WO das positive oder negativen Vorzeichen steht, je nachdem B von 
der negativen zur positiven oder von der positiven zur negativen 
Seite überschritten wird. 

Führt nun der Integrationsweg ganz beliebig von p^ nach ^,, so 
zerlegen wir ihn durch Zwischenpunkte p^^K p^^\ - ^ , p^^^ in die Wege 
Pl"- P^^^y P^^^ • • • ^^*^ • • •' P^^^ ... ^g, so daß jeder dieser Wege nur einen 
Punkt mit einer der Linien A , B gemein hat. Dann ist 

» 

Pl y Pl ^l*> piff) 

wo m^ angibt y wieviel häufiger der Integrationsweg die Linie A von 
der negativen zur positiven Seite als in umgekehrter Richtung durch- 
kreuzt, und Wg dieselbe Bedeutung für B besitzt. 

Insbesondere folgt also 

Cdx , ' 

J - - =- m. OK -\- Wo ojrt , 

c y . ^ ^ - - 

s 

wenn C eine geschlossene Kurve ist. 



§ 8. Die bestimmten elliptischen Integrale. 
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Der Wert des über eine geschhssene .Kurve erstreckten elliptischen 
Integrals erster Gattung ist also gleich einer Periode. 

Läßt sich eine solche geschlossene Kurve stetig auf einen Punkt 
zusammenziehen, so ist nach dem Satze von Cauchy offenbar 

% c y 

Die eigentlichen Perioden kannten also dadurch zustande, daß es 
auf dem Kreisring geschlossene Linien gilt, die iich nicht stetig auf 
einen Punkt zusammenziehen lassen. 

Wir bärachten jetzt das bestimmte^ Normalintegral 2^' Gattung 

p% 

Liegt die Integrationskurve ganz in T, so ist 
Längs A ist nun u(j>~) — «(/>^) = o}^, also 

:c{.u(i>-))-ciu{p*))^vt-- 

und entsprechend längs B 

c(«(n)~c(«(^^)) = %- 

Daraus folgt für den Fall einer beliebigen Linie p^^'-p^ 



xdx 



/.-j 



P% 

xdx 



^(« (^i)) - f (« (/»«)) - ^1^1 - '»s^a» 



^x 



wo m^ und m^ die oben beim Integral erster Gattung erklärte Bedeutung 
haben. Man nennt i;^ und tj^ auch die Perioden des Integrals zweiter 
Gattung, da sie dieselbe Rolle spielen, wie o)^ und ö>, beim Integral 
erster Gattung. 

Endlich untersuchen wir das Normalintegral 3*^ Gattung 



/,= 



Pi 



I y+.yt dx 

2 x-Xq y 




Es sei XQ=^p{a), Ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß die 
Punkte M = imd u = a im Innern des Perioden- 
parallelogramms liegen. Wir verbinden sie durch 
eine Kurve. Dieser entspricht auf dem Kreisring 
eine Linie C, auf welcher wir wieder eine positive und eine negative 
Seite unterscheiden (Fig. 84). 



Fig. 84. 
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Vermeidet der Weg p^.^.p^ alle drei Kurven A, B, C, so ist 

/.=T{i(«-«)-f(«)+fW}'^«=k^^+f(«)4:^. 

und hier hat die rechts stehende Differenz einen ganz bestimmten 
Wert, da in dem von u = nach « = a aufgeschnittenen Perioden- 
parallelogramm der rechts auftretende Logarithmus eindeiftig ist 

Jetzt möge der Weg ^j.../>j die Kurve C treffen. Zunächst seien 
pj^ = />"**, p^ == p" ein und derselbe Punkt auf der positiven und der 
negativen Seite von C. Der Weg p^.^.p" umschließt einen der beiden 
Pole und a des Integranden 

Diese Pole sind nach Kap. 1, §11 von der ersten Ordnung und 
haben das Residuum — 1 bzw. + 1 . Folglich ist für diesen Fall bei 
geeigneter Fixierung der positiven Seite von C 

Dieselbe Betrachtung stellen wir für die Linien A und B an. 
Integrieren wir zunächst von einem Punkte p'^ von A zum zugehörigen 
Punkt p" von A, ohne dabei B oder C zu treffen, so ist 

hj= log /\ .\ + Cia)u\ ; 
ferner ist u(p~) — u{p'^) = co^ und nach Kap. 1, § 13 



— « er (a — u) 

•-•?i(«-i«>x) , 



also 

+ C(a)ii - C(a)ö>, = log^^^^-^ + ai;, + C(a)« - C(a)a>i; 

und daher mit Rücksicht auf die Vieldeutigkeit des Logarithmus 

h = — ^Vi + C W €o^ + n^2ni = fl^. 

n^ ist hierbei eine ganze Zahl, die wir nicht näher bestimmen wollen. 
Integrieren wir von einem Punkte p'^ von B zurück nach p~, 
so ergibt sich ebenso 

Die Konstanten Q^ und Q^ spielen für das bestimmte Normal* 
integral dritter Gattung dieselbe Rolle, wie die Werte co^, ö>, bzw. 
Vi' V9 ^^ ^^ Integrale erster und zweiter Gattung; sie heißen daher 
auch Perioden, 

Ist nun schließlich ein ganz beliebiger Integrationsweg von p^ 
nach p^ vorgeschrieben, der nur die Punkte « = und u = a ver- 
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meidet, so verbinden wir p^ mit f^ durch eine Hilfslinie, die A, B 
und C nicht trifft, und nennen den Wert des über sie erstreckten 
Integrales J^, Diesen Wert hatten wir an erster Stelle ermittelt. 

Dann ist 

^1 
mü ganzzahligen mym^,m^. Hierbei haben m^ und m^ die frühere Be- 
deutung, und m gibt an, um wieviel häufiger der Integrationsweg p^..>p^ 
die Linie C von der negativen zur positiven Seite überschreitet, als 
in umgekehrter Richtung; die Bedeutungen von m, m^, m, sind also 
ganz analog. Der Beweis ergibt sich wie früher durch Zerlegung 
des Integrationsweges in solche Stücke, die genau einmal eine der 
Kurven A,ByC schneiden. 

7. Kapitel. 

Die Transformation der elliptischen Punktionen^ 

§ 1. Lineare Transformation der Weierstraßschta 

Funktionen. 

Wenn 

(1) ö), = «0), +i8a)j, ö>j = ycü, + (Ja)j 

gesetzt wird, wq a, /?, y, 6 ganze Zahlen der Determinante a6 — ßy = l 
bezeichnen, so sagt man, (öij, öij) gehen aus (cu^, co^) durch lineare 
Transformation hervor. Wir beschäftigen uns hier zunächst mit der 
Frage, wie sich die Weierstraßschen Funktionen bei hnearer Trans- 
formation der Perioden verhalten. Es war 

Wenn wir co^, co^ durch oJ^, ö>, ersetzen, so ändert sich die 
Gesamtheit der Perioden w gar nicht. Also ist 

(2) a {ulm^, S,) = a {ujoD^, co^) . 
Ebenso erkennt man die Richtigkeit der Gleichungen 

(3) C («/ö>i, ö>J = C {ulco^, ö>,), f {ujlö^ , 5J = p («/ö>i , cüg). 

Die Funktionen o{u), f («), p{ti) sind also bei linearer Trans- 
formalion der Perioden invariant^). 

Wie wir schon in Kap. 4 konstatierten, sind auch g^, gj, 
J = g^ — 27 gj* invariant. 

1) Vgl. Kap. 1, § 15. 
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Wie verhalten sich die Größen 

• I I * 

Bezeichnen wir mit ^j, ^, die Werte, in welche i;^, iy, über- 
gehen, falls 0)^,0)^ durch (d^,cö^ ersetzt werden, so ist 

Nun folgt aus 



für tt = — 

(4) 



{ri^=afj^-\- ßfjj^j und entsprechend 



Es erfahren also f]^, rj^ dieselbe Transformation wie a)^, co.^. 
Die Größen 

^1 == ^ V"^ I ^1' ^«J ' ^9 = ^ l*^— 2 ^1' ^aJ' ^ = ^121 ^1' ^«J 

erfahren offenbar bei Hnearer Transformation der Perioden eine Ver- 
tauschung. 



§ 2. Lineare Transformation der ^-Funktionen. 

Aus den Formeln des Kap. 2 (§ 6 (II) und § 9 (9)) folgt 



Vi 



(1) 



So»! 

e o 






Bilden wir dieselbe Gleichung statt für die Perioden co^, co^ für 
die Perioden ö>^, S,, die mit ö>i, cog durch die Gleichungen (1) des 
vorigen Paragraphen verbunden sind, so folgt 



U Q}^ 



OJ, 



O), 



Dividieren wir (1') durch (1), so folgt, weil 2 = J ist, 

''.(,.-^!f^:-D-*.W')■^^•«■'*'^'*'"'• 

WO e eine 8*® Einheitswurzel bezeichnet. Nun ist 



V 



yr + a 






i/i ^ '7i(y^^a+^<^i)-(y '7g - ^^^i)^! ^ yfai<»g-'7gQ>i) ^ y -2^« ^ ^ 



w, 



co^co^ 



(ülCDl 



CÜ^CO^ 



a>jr 
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so daß wir folgende Formel für die lineare Transformation von i?^ 
erhalten: 

Auf die Bestimmung der 8 **° Einheitswurzel e beziehen sich eine 
große Zahl von Arbeiten. Die gründlichste Untersuchung hierüber 
hat Dedekind in einer Erläuterung zu einer nachgelassenen Arbeit 
Riemanns ausgeführt. 

Dividieren wir (2) durch ^^ (r/z) und setzen dann v = 0, so kommt 

Nun war (Kap. 2., § 10 (5)) 
Daher kommt 

Wir heben noch die speziellen Fälle der Transformationen 

hervor, aus welchen sich, wie man leicht beweisen kann, durch Zu- 
sammensetzung die allgemeinste lineare Transformation ableiten läßt. 

Diesen speziellen Transformationen entsprechen die Gleichungen 

(4») ^.{vh + 1) = e,»,{vlr) 



11^ 



Im Falle (4») ist nach (3'). weil ä' = «*''<^+*) = «*»•*, also 
A'* = e* ** ist, 



»71 



Im Falle (4^) hat man, wenn unter e^' eine achte Einheitswurzel 
verstanden wird, 

Für T = i wird h = h'. Wählt man daher für |/~ in der oberen 
T-Halbebene diejenige Bestimmung der Quadratwurzel, die sich für 
T = i auf -|- 1 reduziert, so kommt f^' =^- — . 
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Man findet daher definitiv 



(ö) 



$ n 



Von der Funktion tf^ können wir zu den drei anderen i>- Funk- 



tionen durch die Gleichungen (Kap. 2, § 8) 

*i (" + i/') = MvM. *i (f + i/') = »r^~'"V„(v/t). 

*»(" + ¥ + ¥/^) = ^""*""'"'*. w^) 

übergehen. So finden wir aus (5) 



(6') 



tn 



*,(«/t +l) = e* *,(t;/T), ^.(«/t + 1) = *„(i»/t). 
Für v = ist also insbesondere nach (5) 

+ 00 FT -♦-• 



n=— « n=-oo 

Diese Formel tritt in vielen Anwendungen auf. 

Ist 

t == r -{- is, 
so ist 

_ J__ -1 _ ~r-hts 
r r4-*5 r* + 5* 

und also 



= |^»^'| =e-''' 'Ä'l = 



«n 1 « 



Es wird daher | ä' | < | Ä | sein, wenn r* -{- s^ < 1, d. i. | t | < 1 ist In 
diesem Falle konvergieren daher die Reihen tf« f — / j besser ab 

die Reihen tf« (v/t), und unsere Transformationsformeln werden dann 
zweckmäßig zu numerischen Rechnungen benutzt. Allgemein gestattet 
(Kap. 4, § 1) die Formel (2) den Wert von t zu ersetzen durch den äqui- 
valenten Wert ^-jA = y + is, wo (vgl. Kap. 4, § 1) —-^^r <-^ und 

r^ + s* ^ 1 ist. Das Minimum von s ist dann y V3 und daher 
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§ 3. Transformation 2^ Ordnung. 



Wenn 



ist, wo a, b, c, d ganze Zahlen der Determinante 
(2) ad — bc = n>0 

bezeichnen, so sagen wir, (öij, (ö^) g^hen durch Transformalion n^ 
Ordnung aus (o),, coj' hervor. 

Transformation erster Ordnung ist also gleichbedeutend mit 
„linearer" Transformation. 

Wir wollen nun den einfachsten Fall n = 2 betrachten. Wir 
beweisen zunächst: 

Es gibt ein zu {öü^, cö^) äquivalentes Paar {Q^, ii^) und ein zu 
{(o^y (Oj) äquivalentes Paar {Q^, Q^), so daß 

(1') ß, = fl„ fl, = 2 fl, 

ist. 

Beim Beweise unterscheiden wir zwei Fälle. Da ad — bc = 2 
ist, so können c und d nur 1 oder 2 zum gemeinsamen Teiler haben. 
Ist nun erstens 2 Teiler von c und d, so ist 

Ist zweitens 1 der größte gemeinsame Teiler von c und d, so sei 

ad-ßc = l^), 



woraus 



a-2a 



{a-2a)d-ib-2ß)c=.0. Si = T' 



b-2ß d 
a = 2a + tc, b = 2ß + td 

folgt, wo t eine ganze Zahl ist. Man hat dann 

ä>g = (2a + ^c)o>, + {2ß + td)co^y (o^ = co), + dco^^^, 
also 



^) Sind c und d zwei teilerfremde ganze Zahlen, so läfit sich nach den 
einfachsten Sätzen der Zahlentheorie die Diophantische Gleichung 

ad-ßc^l 
stetd in ganzen Zahlen a, ß" lösen. (A. d. H.) 



(4) 
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Setzen wir nun .'\ /* 

ßg = c ö>g + ^ö>i , fij = — (aa>2 + /Scüj), 
so folgt 

Damit ist unser Satz bewiesen. 

Wollen wir nun untersuchen, in welchem Zusammenhange 

jpiujo}^, 0)^) und p(ulcöj^, S,) 
stehen, so berücksichtigen wir, daß 

F(W«>i>o>9) = F(W^i''Ö«) und ^{uiw^w^-^p{u\Q^,Q^) 
ist. Bezeichnen wir 1?^, fi^ jetzt neuerdings mit 2 c», 2a>', so ist 

fli = c», ß, = 2q>', 

und wir haben also nur noch die Aufgabe, festzustellen, in welchem 
Zusammenhange 

(3) P = ^ («/2ft>, 2a)') und ^ = ^ («/ö>, 2a>') 

miteinander stehen. 

Das Periodenparallelogramm von p setzt 
^'•^!— -r— - — f^^*^^' sich aus zwei Periodenparallelogrammen von 

^ zusammen (Fig. 85). 

Wir können ^ als elliptische Funktion 
4**° Grades mit den Perioden 2g>, 2(ü' an- 
sehen, die an den Stellen « = und « = a> 
von der 2**^ Ordnung unendlich wird. Be- 
Fig. 85. zeichnen wir die zu ^ gehörenden Größen mit 

überstrichenen Buchstaben, so wird 

^-^8 (i8 = ^(a>7a>, 2tt>')) 

an denselben Stellen unendlich wie p und 2 fach Null für 

u = (o'y w = ö>' + a>. 
Dieselben Null- und Unendlichkeits stellen wie p — e^ besitzt 

(p (u) - e^) {p (u + Q))- e^y 
Also ist für konstantes M 

M ergibt sich durch Entwicklung an der Stelle « = 0, und zwar gleich 
, so daß also 

piuJQ), 2ö>') — p{q)'I(o, 2a>') 

= -^(p(ul2(o, 2Q}')'-p(co'l2co, 2c»')) (^(u+cü/2ö>, 2(o')-p{o}'l2m, 2to) 
\ ^1 — ^f 




§ 4. Zusammenhangsformeln d. Weierstrafischen mit d. Jacobischen ellipt. F. 239 

folgt Da p'(u + G>)— ^j an der Stelle u = co von zweiter Ordnung oo, 

bei « = aber von zweiter Ordnung wird und — ^-r dasselbe 

Verhalten zeigt, so ist, wie das Einsetzen des Wertes u = o/ lehrt, 
p (u + co) — e^= " f^^ " , und durch (4) ist p rational durch 
p dargestelU, Aus der Gleichung (4), die wir kürzer so schreiben: 

(4') if («) - ?,) = ^-47 iP («) - ««) iP (« + «>)- «,). 

X V 

entsteht durch Vertauschüng von ca mit cö' 

(4-) (p («) - ?J = ^-1^^ (p («) - e,) ip {u + a>') - .,), 

wo p(u) = p (k/2 cü, cü'), e^=p{(ol2co, a>') gesetzt ist. 

§ 4. Zusammenhangsformeln der Wetergiraß schtn mit 
den Jcscobischen elliptischen Funktionen, 

Für das Folgende ist es notwendig, nochmals auf den Zusammen- 
hang zwischen den Jacobischen und Weierstraßschen Funktionen zurück- 
zukommen. 

Bezeichnen ö>j = 2a), co, = 2ö>' die Perioden, mit denen p{u) 
gebildet ist, und s (w), c (w), A («), die mit ^ = ^ = t gebildeten ellip- 
tischen Funktionen Jacobis, so können wir diese folgendermaßen 
durch p{u) ausdrücken. Es war (Kap. 2, § 9 (7) imd Kap. 3, § 1 (12)) 



Hieraus folgt, daß s^{uVe^ — «,),' c'(m V^^i — tf«), J'(«* V^^ "~ ^«) ^^" 
selben Perioden 2a), 2a>' wie ^(m) haben. Die Funktion s'(« Vv~^) 
hat den Doppelpol u = co\ die Doppelnullstelle m = 0, und den Wert 1 
für 11 = CO. Daraus folgt 

p{u + co') -e^ = C'S^(uVe^-e^) = {e^ - e^) s^uVe^-e^). 

• • r ' 

Entsprechende Überlegungen gelten für 4:^ und J>*, so daß. folgende 
Gleichungen bestehen: 



(2) 



P (« + W') - «, = («8 - <=») C* (« V«i - ^g) 

^p{u + (o')-e, = ((?, - s,) s*(« V«i - «,). 
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Vermehrt man u um q>, cd', co-\- co' und benutzt die Ta- 
belle I in Kap. 3 § 2, so erhält man ein weiteres System von Glei- 
chungen, welches wir mit (2) in folgender Tabelle übersichtlich zu- 
sammenstellen : 



u + co 



tt-f <» + o>' 



« + «' 






(^1 



, 1 



(«1 - «■) "Tä 
(^1-^)7? 



(^« - ^i) jT 

K - <^l) (<?« - g«) ^* 
^1 — «g J * 






Das gemeinsame Argument der hier auftretenden Funktionen s, c, A 

ist iA 1/ ü? T^ . 



ist « V tf j "" ^8 • 



§ 6« Die Xandensche Transformation. 

Benutzen wir die Tabelle des vorigen Paragraphen und nehmen 
der Deutlichkeit halber das Periodenverhältnis x mit in die Bezeich- 
nung der Funktionen s, c, A auf, so folgt aus (4') in § 3 






und hieraus 

Nach (1) des vorigen Paragraphen ist, wenn K, K' die zu 
s(w/2t) gehörenden Werte von K, K' bezeichnen, 



2 ÜC = CO VX - ^3 = iCw, 2 1 Ä' = 2 co'V^- B^ = 2iK''m, d i. 



(2) 



K = m' 



2' 



K' = m'K'. 



Die Werte von w und x, dem Modul von s(«/2t), lassen sich nun 
durch X, den Modul von s{ulr), ausdrücken. Wir setzen zu dem 



K 



Zwecke in (1) u = — , also mu = K, Dann kommt 



(3) 



1 =m 
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Aus s{u + K) = ^, J (« -f- üC) = x' ^^^ folgt nach Kap. 3, § 2. 
für u = ö"» ^^ ("ö") = ^'> ^'^^ demnach wegen (3) 

£s wird also 

Substituiert man w + tK' für u in(l), so folgt nach Kap. 3, § 2 

-_ • >— -TTTT = *» • — i" -r^r— >-x oder s(fn«/2T) = -^ lf\ - 
X s (mtt/2t) X* s(u)c{u) ^ ' ^ mx A{u) 

Daher gilt nach (l) 

X« _ _ J^L _ l->^^' _ 1-x^ 

^_— f», X— ^, — (l+xO* " 1+«' * 

fFi> ^&«n a/so definitiv, wenn wir die zum Modul x gehörenden 
Funktionen mit s{u,x), c{u,x), J(«,x) bezeichnen, 

(4) .((l+xOu.-i^) = (l +.0 ^X11)"'^ (x« + ."=l). 

ZXtfs ts< rf*> sogenanmie Landensche Transformation, die indessen 
meistens in einer anderen Form dargestellt wird, zu der wir jetzt 
übergehen wollen. 

Setzen wir 

s{u,x)^x, s{(l + x')u,x)=^y, 

so wird aus (4) nach Kap. 3, § 2 (9) 

(4') y = (i+''')-^^= 

und nach Kap. 3, § 3 (4) 

-.^_l'__= = il4, ^ ^1_ -==^{1+X')du. 

V(l-^)(l-x«;r«) ^^(TITy«) (1 - SV) ^ ^ 

Vermöge der Substitution (4^) wird daher 

(6) r-_^=.i^_=.=(i+x')r^=j^.-=. ■ 

J va-y*)a-s«y«) J ^i-*«)(i-x«*') 

Sind X und x' reell und liegen sie zwischen und 1, so wird: 



l-^x^ _ 1-x^« x«^ 

l+x' ""(I-i-ä')" ~ (1 + « 
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und die Gleichung (5) führt also die Berezhnung eines elliptischen 
Integrals mit dem Modul x auf die eines elliptischen Integrals mH, 
einem kleineren Modul x zurück. Durch wiederholte Anwendung 
der Landenscheii Transformation kann man den Modul immer 
mehr und mehr verkleinern. Ist der Modul so klein geworden, 

daß er vernachlässigt werden kann, so ist dann | . 

J V(1^^)(1-*V) 

durch 1 . = arc sin y ersetzbar, so daß also die mehrfach 

J Vi-y" 

wiederholte Lan^nsche Transformation zur Berechnung der ellipti 
sehen Integrale dienen kann. 



§ 6. Das arithmetisch-geometrische 

Die Landensche Transformation gestattet insbesondere eine ein- 
fache Berechnung des zwischen den festen Grenzen und 1 erstreckten 

Integrals 

1 



wobei X als eine gegebene zwischen und 1 liegende reelle Zahl vor- 
ausgesetzt wird. 

Die Gleichung K = ^K = ^^K aus §5 liefert 
(2) K = f—==M== == — — f ^^ fii =LliLl 



Das Integral (l) geht durch die Substitution x = sin 99 über in 

T dtp 



J vi — ^' sin« 9? J 



1/ r^rkcS /M .J- ctnS «m ««8 oin9 



Y cos" fp -j- sm* <p — X* Sin" tp 




•T 



J2 d^ 
. v' cos* 9? + X '" sin' tp 





so daß die Gleichung (2) so geschrieben werden kann: 



jr 



( 



J Y^cos"9?-t-x'*sin*99 l + >f'J V<^ös«9? + x'*sin*97 



^) Die Richtigkeit von (1) erkennt man, indem man x = s (w) setzt und 
Kap. 3, § 2 benutzt (A. d. H.). 
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wobei 

ist. 

Es sei nun x' = — , wo a eine beliebig gewählte positive Zahl 
bedeutet. Es ist dann b = ax' positiv und <a. Es wird nun 



x' = 


«4-6 


6i 


mit 












(4) 






«1 


a + ft 
2 ' 


^3^ — Va6 . 








Aus 


(2') folgt 














(5) 


K 
a 


fä 

J v-^ 




^9? 


_ 2 TT 

<» + & J ,/ « 

Y *^<^^ 


^9? 


sin* 


?> 











V Äj' cos 


d(p 
* 9? ■+- &j* sin* 9? 









Bilden wir nun die Folgen 

Ja, Äj, a^, ^3, ... 

I ft, ftj, ftg, 6g, ... 

nach der Maßgabe, daß 

gesetzt wird, so zeigen wir leicht, daß lim a = lim 6 = Mia, b) eine 

»=00 «=« 

bestimmte endliche Zahl ist. Es ist nämlich 



«,= "-^<"^- = «, 6, = V«ft>V66 = 6. 



a + b 



^*^ a-ö a-h 2 a-6 ■2^'i_^^6^2' 

und allgemein folgen aus a^ > h^ die Ungleichungen 

«« + &» 



^n + l 2 



^- »' n + l ' ^n n -^ »» 



«« — fr» 2 Vfl» + V^H 2 ' 

so daß die Folgen der a^ und b^ beschränkt und monoton sind und 
gegen eine gemeinsame Grenze konvergieren. 

16* 
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Die Gleichung (5) gibt nun, durch Übergang zur Grenze n = oo , 



Tt n 



— = lim r^ — = r* <^y ^ ^ 

« »=«J ^a„"cos«97-f 6„8sin«^ J M(a, 6) V cos" 9? + sin« 9; 2M(a,6) 





und demnach 



.1 



^ ^ J Vi -^x«"sin«^ 2 ' Af (a, a^O 2 M (1, V) 



Durch Vertauschung von x mit x' kommt 

T dq> ic a 3t \ 



(70 X'=J" 



Vl-x'^sin«^? 2 M(a,ax) 2 M(1,ä) 



Da das arithmetisch- geometrische Mittel M{a,b) leicht mit großer 
Genauigkeit berechnet werden kann, so können bei gegebenem x 

i K' 
nach (7) und (7') K und /T und hieraus t = -^, h = e*"*' bestimmt 

werden, worauf dann auch die ^-Reihen, sowie s{u), c{u), ^(u) 
berechnet werden können. 



Dritter Abschnitt. 

Geometrische Funktionentheorie. 

Im ersten Abschnitt wurde das Gebäude der- allgemeinen Funk- 
tionentheorie nach dem Vorgange von Weierstrass konsequent auf der 
Grundlage der Potenzreihen errichtet; der explizite gegebene analytische 
Ausdruck der Funktion war also der Ausgangspunkt der Untersuchungen. 
Man kann nun bei der Entwicklung der Funktionentheorie noch einen 
g;anz anderen, in vieler Hinsicht einfacheren Weg einschlagen, indem 
man versucht, die analytischen Funktionen durch ihre inneren Eigen- 
schaften zu charakterisieren, wobei dann die Bedeutung des expliziten 
Ausdrucks mehr zurücktritt. Die Untersuchungen, welche sich unter 
diesen Gesichtspunkten zum großen Teil im Anschluß an Riemanns 
bahnbrechende Arbeiten entwickelt haben, beruhen in wesentlichen 
Punkten aiif der Durchsetzung der Funktionentheorie mit geometrischen 
Gedanken; ihre Bedeutung liegt nicht nur in wichtigen neuen Resul- 
taten, sondern auch in ihren engen Beziehungen zu hydrodynamischen 
und anderen physikalischen Anwendungen, 

Es soll das Ziel der folgenden Kapitel sein, einen einführenden. 
Überblick über die wichtigsten Gedanken dieser ,ygeofnetrischen Funk- 
tionentheorie" zu geben, ohne daß dabei die genaue Kenntnis der vor- 
angehenden Abschnitte vorausgesetzt wird. 

1. Kapitel. 

Vorbereitende Betrachtungen. 
§ !• Kurvenintegrale. Greensche Formel, 

Es seien 

x = (p{t), y^y){t) 

zwei im Intervall t^'^t ^t^ stetige reelle Funktionen von t mit stetigen 
nirgends gleichzeitig verschwindenden ersten Ableitungen (p' {t) und 
%p'{t)' Deutet man Xy y als Koordinaten in einem rechtwinkligen 
Koordinatensystem, so durchläuft der Punkt mit den Koordinaten x 
und y eine Kurve C, welche eine sich stetig drehende Tangente 
besitzt und die wir glatt nennen wollen. Sind nun a {x, y) und h (Xy y) 
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stetige reelle Funktionen von x und y in einem die Kurve C enthal- 
tenden Gebiete, so verstehen wir unter dem Kurvenintegral 



J = J adx+bdy 
c 



das bestimmte Integral 



S{a{(p W, w (t)) ql (t) + b {<p (0, V W) V' (0} rf^ ■ 
h 

Diese Definition dehnt sich ohne weiteres auch auf den Fall aus, 
daß die Kurve C aus mehreren Kurvenstücken C^, ..., C^ zusammen- 
gesetzt ist, deren jedes den obigen Bedingungen genügt; wir schreiben 
dann 

Jadx + bdy = J + ... + J. 

C Ci Cn 

Im folgenden soll unter C stets eine Kurve dieser Art verstanden 
werden, die ffStückweise glatt'* heißen soll. 

Das Kurvenintegral multipliziert sich mit — 1, wenn man den 
Durchlaufungssinn der Kurve ändert, d. h. die Variable t von der 
oberen Grenze t^ zur unteren Grenze tj^ laufen läßt. 

Im allgemeinen wird das Kurvenintegral / seinen Wert ändern, 
wenn an Stelle von C eine andere Kurve gewählt wird, welche die- 
selben Punkte miteinander verbindet. Man wird also im allgemeinen 
erwarten müssen, daß der Wert des Kurvenintegrals außer von den 
Funktionen a{x,y), b(xyy) und den Koordinaten der Endpunkte des 
Integrationsweges noch von diesem selber, d. h. von den Funktionen 
<p(t) und tp(t) abhängig ist. Wir wollen untersuchen, unter welchen 
Bedingungen der Wert des Kurveniniegrals vom Wege unabhängig wird 
oder, was auf dasselbe herauskommt, der Wert des um eine geschlossene 
Kurve herumerstreckten Integrals Null ist. 

Wir machen dabei die Voraussetzung, daß die Funktionen a und b 



da 



db 



stetige partielle erste Ableitungen — und ^- in den betrachteten Ge- 



dy 




Fig. 86. 



dx 
bieten besitzen. 

Es sei nun C eine solche 
geschlossene Kurve, welche 
von jeder Parallelen zu einer 
der Koordinatenachsen nur in 
höchstens zwei Punkten ge- 
troffen wird (Fig. 86). Den 
von C begrenzten Bereich be- 
zeichnen wir mit B. Sind dann 
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die Gleichungen der Randkurven PQR und PSR und p bzw. r die 
Abszisse von P bzw. R (vgl. die Figur), so wird 

(1) llj^i^iy = J(J|7'«y)'^*= J{«(*.Z,W) - a(x,t^(x))\ix 

B p f=xi P 

= -{-jadx — jadx = — Jadx, 

PQR PSR c 

wobei der Bereich in y,positivem Sinne'', d. h, wie in der Figur durch 
den Pfeil angegeben, so umlaufen wird, daß dabei das Innere zur 
Linken bleibt^). Sind andererseits 

^ = o>i(y)» ^ = ö>i(y) 

die Gleichungen der Randkurven QPS und QRS sowie q bzw. s die 
Ordinate von Q bzw. S, so wird 

=^ Sbdy + Jbdy = Jbdy. 

SRQ QPS C 

Aus (1) und (2) folgt die Gauß$che Integrä^ormei 

B C 

Daraus erhalten wir als Nebenergebnis die fundamentale Formel 
vint €hreen, indem wir 

setzen, wobei tp eine Funktion mit stetigen ersten Ableitimgen, \p eine 
solche mit stetigen zweiten Ableitungen in dem Gebiete B einschließ- 
lich des Randes bedeutet. Es ergibt sich, wenn wir den ^^Lapiaceschen 
Ausdruck^' 

einführen, 



= -^,pJy,dxdy+j.p{^äy-^dx). 



^) Würde man die Rolle von x und y vertauschen, so müfite man auch 
den Umlaufssinn umkehren. 
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Wir können das Knrvenintegral noch etwas anders schreiben : 
wenn wir die in positivem Umlaufssinne gemessene Bogenlänge s als 
Integrationsvariable einführen, dann wird 

— = cos(vAf), -^ = - cos(vy), 

wobei (yx)^ {yy) die Winkel zwischen der positiven x- bzw. y- Achse 
und der nach außen weisenden Normalen v der Kurve bedeutet; da- 
her können wir die Klammer im Integranden kurz in die Form -~- ds 
setzen, so daß die Greensche Formel die endgültige Gestalt erhält: 

B B C 

Die Gültigkeit der Formeln (3) und (3 a) erstreckt sich auch auf 
solche von einer Kurve C begrenzten Bereiche ß, welche sich aus 

j^ r**--o-^ endlich vielen der eben charakteri- 

/ J ^ \ sierten Art zusammensetzen' lassen: 

\ denn addieren wir die für die ein- 
ß \ zelnen Teilbereiche B^, . . ., B^ 
j gültigen aus (3) und (3 a) entsprin- 
// genden Formeln, so heben sich die 
y Randintegrale über die im Innern 
F* 87 ^^^ ^ liegenden Randstücke der 

Teilbereiche fort, weil diese Stücke 
zweimal in verschiedenem Sinne durchlaufen werden (vgl. Fig. 87). 

Es sei ferner schon an dieser Stelle hervorgehoben, daß der aus 
endlich vielen Bereichen der zugrunde gelegten Art zusammengesetzte 
Bereich B auch mehrere voneinander getrennte Randkurven C be- 
sitzen darf (wie z. B. der Kreisring); bei einem solchen „mehrfach zu- 
sammenhängenden' 'Bereiche, wie sie später ausführlich noch besprochen 
werden sollen, ist unter dem im positiven Sinne um den Rand er- 
streckten Integral die Summe der betreffenden Integrale über die Rand- 
kurven C zu verstehen, wobei jede einzelne so zu durchlaufen ist, daß 
das Innere des Gebietes dabei zur Linken bleibt. 

In Zukunft werden hei Benutzung der Formeln (3) und (3a) nur 
solche Bereiche der eben erklärten Art auftreten. 

Die oben gestellte Frage läßt sich nunmehr durch den Satz 
beantworten : 

Sind in einem von einer geschlossenen Kurve begrenzten Gebiete G 
die Funktionen 

a{x,y), b(x,y), -^, -- 
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stetig, so ist das Kurvenintegral 

(4) Jadx + bdy 

dann und nur dann für alle in G liegenden stückweise glatten, geschlossenen 
Kurven C gleich Null, wenn überall in G die Bedingung 

erfüllt ist. 

Beweis: Zunächst ist die Bedingung (5) wegen der Formel (3) 

hinreichend. Wäre femer der Ausdruck r— an einer Stelle 

ox oy 

Xq, y© im Inneren von G nicht gleich Null, sondern etwa positiv, so 
müßte er wegen seiner Stetigkeit auch im Innern eines hinreichend 
klein zu nehmenden, noch in G liegenden um den Punkt x^, y^ ge- 
schlagenen Kreises positiv sein; identifizieren wir die Kurve C mit 
der Peripherie dieses Kreises, so würde sofort aus (3) folgen, daß- 

das Kurvenintegral Ja rfA: + ftrfy, über C erstreckt, positiv ist Somit 
ergibt sich die Bedingimg (5) auch als notwendig für das Verschwinden 
des Kurvenintegrals. 

Nach dem so bewiesenen Satze ist das zwischen zwei Punkten 
Pj und Pj erstreckte Kurvenintegral f adx-\-bdy nur von den 

Koordinaten Af^, y^; x^, y^ der Endpunkte abhängig, solange die ver- 
bindende Kurve C in dem Gebiete G bleibt, in welchem die Gleichung (5) 
gilt. Fassen wir bei festem Anfangspunkt P^ die Koordinaten x^=^x, 
Vo = y des Endpunktes P, als Variable auf, so wird unter dieser Be- 
schränkung 

J adx + bdy^ J{xyy) 
PiP% 

eine Funktion von x und y, für welche die Gleichungen 



dx ' "V"'^/ dy 



gelten. 



§ 2. StrömungeOv 

.Eine y,stationäre ebene Strötnung" einer inkompressiblen Flüssig- 
keit in einem Gebiete G ist definiert, wenn für jeden Punkt x, y des- 
selben Richtung und Geschwindigkeit der Bewegung durch einen „Ge- 
schwindigkeüsvektor" t> gegeben sind. 

Wir bezeichnen die beiden Komponenten des Vektors ü nach 
den Koordinatenrichtungen mit 
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Ist^C eine geschlossene doppeipunkilose stückweise glatte Kurve im 
Gebiete G, bezeichnet s die Bogenlänge auf dieser Kurve und o^ die 
Komponente des Vektors ö in Richtung der Tangente, wobei der 
Tangente ein nach wachsenden Werten von s weisender Richtungs- 
sinn beigelegt wird, so bezeichnet man das Integral 

M = Jt)^ds 
c 

als die Wirbelstärke der Kurve C. Die Bogenlänge s soll dabei so 
gerechnet werden, daß man bei wachsendem 5 das Innere der Kurve 
umläuft, indem man es zur Linken läßt. 

Die Strömung heißt wirbelfrei, wenn die Wirbelstärke für jede 
in G verlaufende geschlossene Kurve den Wert Null besitzt. Aus den 
Resultaten des vorigen Paragraphen erhalten wir nun leicht die not- 
wendige und hinreichende Bedingung für die Wirbelfreiheit der Strö- 
mung. Wir setzen dabei ein für allemal voraus, daß die Funktionen 
p und q stetige erste und zweite Ableitungen nach x und y besitzen. 
Nun ist 

t)^ = pcos{s, x) + qcos{s,y) = p^ + q^; 
also erhalten wir für die Wirbelstärke 

c c 

Es ist also für die Wirbelfreiheit notwendig und hinreichend, daß 
die Differentialgleichung 

^ ^ dy dx 

besteht. Dann sind, wie am Schluß von § 1 gezeigt wurde, p und q 
die partiellen Ableitungen einer Funktion u[x,y): 

Die Funktion u[x,y) heißt das Geschwindigkeitspotential der Strö- 
mung, 

Wir nennen die Strömung quellenfrei, wenn in jedes Teilgebiet 
von G in jedem Zeitabschnitt ebensoviel Flüssigkeit hinein- wie hinaus- 
fließt. Wird die Komponente von t> normal zur Randkurve C eines 
solchen Bereichs mit t)y bezeichnet, wobei die positive Richtung der 
Normalen nach außen gezählt werden soll, so stellt der Ausdruck 

Q=St)yds 
c 

die Verminderung der Flüssigkeitsmenge im Gebiet während der Zeit- 
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einheit dar. Bei Quellenfreiheit muß also dieses Integral für jede 
in G gelegene geschlossene Kurve C verschwinden. Nun wird 

öy = /> cos (v, a;) -p j cos (vy y)== — p cos (5, y) + ? cos (s, x) 

. dy . dx 

--P-n + 9-äs' 

es ergibt sich also die Bedingung 

c 
Nach dem Satze von § 1 folgt daher: Für die Queüenfreiheü der 
Strömung ist die Bedingung 

(2) lt = ^lL 

^^ dx dy 

notwendig und hinreichend. 

Wir betrachten nun eine quellen- und wirbelfreie Strömung. 
Führen wir das Geschwindigkeitspotential u{x,y) ein, so ergibt sich 

aus (la) und (2) 

Jede quellen- und wirbelfreie Strömung besitzt ein Geschwindig- 
keitspotential y welches der „Laplaceschen Differentialgleichung" oder 
yyPotentialgleichung*' (3) genügt. 

Längs der Kurven gleichen Potentials u = konst. findet keine 
Flüssigkeitsbewegung statt. 

Es gilt nämlich für die Geschwindigkeitskomponente t)^ in jeder 
Richtung s die Beziehung 

. dx . dy 

^ = ^^7 + ^7^, 

d.h. aber wegen (la) 

du 
^'==dJ^ 

woraus sich sofort ergibt, daß längs einer Kurve u = konst. die Ge- 
schwindigkeitskomponente Null ist Wir nennen diese Kurven ge- 
legentlich auch Niveaulinien oder AquipotentiaUinien, Die Flüssigkeit 
strömt überall senkrecht zu diesen Linien. 

Durch die beiden Gleichungen 

/ . V dv du dv du 

^^ dy'^d'x' dx dy 

wird nun eine neue Funktion v{xy y) bis auf eine additive Konstante 
bestimmt; es erfüllen nämlich die beiden Funktionen 

du , du 

dy dx 
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wegen (3) die Bedingungen (5) des § 1, so daß durch das Kurven* 

integral 

/da da 

-Ty'^^' + Tx^y 

eine bei festem Anfangspunkt nur von den Koordinaten Xy y des 
Endpunktes abhängige Funktion v{x,y) bestimmt wird, für welche 
die Relationen (4) gelten. Aus (4) folgt 

^v d^u d^a B^v 

dx^ dxdy dydx öy** 

also 

(5) Av = 0; 

ferner ergabt sich 

dudv j^dadv ^ 

dxdx"^ dydy ' 

d. h. die Kurven u == konst, und die Kurven v = konst. stehen auf- 
einander senkrecht. Die Kurven v = konst. stellen also die Strom- 
linien der Flüssigkeitsbewegung dar. Funktionen, welche der La- 
placescYten Differentialgleichung genügen, heißen schlechthin Potential- 
funktionen, und zwar regulär in jedem Gebiet, in welchen sie mit 
ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetig sind. Die Funk- 
tion V nennen wir die zu u konjugierte Potentialfunktion; wegen des 
antisymmetrischen Charakters der Gleichungen (3), (4), (5) ist eben- 
so — u die zu V konjugierte Potentialfunktion. 

Die vorangehenden Betrachtungen, rückwärts durchlaufen, lehren 
uns, daß auch umgekehrt jede in einem Gebiete reguläre Potential- 
funktion u in diesem Gebiete eine Strömung der obigen Art definiert. 

Schließlich sei noch bemerkt, daß unsere analytischen Formeln 
sich ebenso wie durch eine Flüssigkeitsströmung auch durch Strömung 
der Wärme oder der Elektrizität deuten lassen, wobei dann u die 
Temperatur bzw. das elektrische Potential bedeutet. 

Selbstverständlich werden wir von allen diesen Vorstellungen 
keinen andern als heuristischen Gebrauch zu machen haben. 

2. Kapitel. 

Die regulären analytischen Funktionen. 

§ 1. Differenzierbarkeit von Funktionen einer komplexen 

Variablen. 

Es sei G ein Gebiet der Zahlenebene. Ist dann jedem Punkt 
z = X -\'iy dieses Gebietes eine komplexe Zahl f = u -f- tv zuge- 
ordnet, so sagen wir, f sei in G eine Funktion der variablen Größe z. 
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Dann sind also u und v reelle Funktionen der beiden reellen Variablen 
X und y. Wir schränken diesen allgemeinen FunktionsbegrifT zunächst 
durch die Forderung der Stetigkeit ein, indem wir verlangen, daß u 
und V stetige Funktionen von x und y sind. Wir fordern weiter, 
und das wird entscheidend sein, daß die Funktion f eine differenzier- 
bare Funktion von z ist. Um diese Forderung zu präzisieren, er- 
innern wir uns an die Definition des Differentialquotienten einer 

Funktion t der reellen Veränderlichen t. Der Differentialquotient -- 
ist definiert als der Grenzwert des Ausdruckes -- -'- -^^ für imbe- 

n 

grenzt gegen abnehmendes h, vorausgesetzt, daß dieser Grenzwert 
unabhängig davon existiert, wie die reelle Zahl h gegen Null strebt. 
Genau entsprechend definieren wir nun: f heiß eine im Punkte z 
differenzierbare Funktion von z, wenn für jede gegen Null konver- 
gierende Folge komplexer y nicht verschwindender Zahlen h der 
Grenzwert 

*=oi * 

existiert und nicht von der speziellen Wahl der Folge abhängt. 

Für die Differenzierbarkeit der Funktion C ist es keineswegs 
hinreichend, daß u und v differenzierbare Funktionen von x und y 
sind. Setzen wir z. B. einfach ^ z= % = 'Siz^), so wird, wenn h nur 
reelle Werte durchläuft, 

ii„,f_(f±4^f«=ii„,_* 1 

*=o * »=o * 

werden; andererseits wird, wenn h nur rein imaginäre Werte durch- 
läuft, 

hm "^ ^ - ' --^-^ = hm -- = + 1 . 
*=o * *=o * 

Wir müssen also noch weitere Bedingungen für die Differenzierbar- 
keit der Funktion f = w -|- iv aufsuchen. 

Läßt man h reelle Werte durchlaufen, so ist 

j^_Q h dx dx"^ dx' 

Durchläuft dagegen h rein imaginäre Werte, so wird 

;^_o Ä d{ty) % \dy ' cy/ 



*) Mit WC bzw. 3C bezeichnen wir den reellen bzw. den durch i divi- 
dierten imaginären Teil einer komplexen Zahl C = 91C+^'3C* 



254 llli 2- I^ic regulären analytischen Funktionen. 

Damit also Ci^) differenzierbar ist, muß die Bedingung 

dx ^ dx i \dy ^ dyJ' 
d.h. 

/^v du dv du dv 

^ ^ dx dy ' dy dx 

bestehen. Wir erhalten also das Resultat: Für die Differenzierharkeü 
der Funktion C = « + *^ *** einem Gebiet ist das Bestehen der Dif- 
ferentialgleichungen (1) notwendig. Die für die ganze Funktionen- 
theorie fundamentalen Relationen (1) heißen die Cauchy-RiemanH" 
sehen Differentialgleichungen, 

Diese Differentialgleichungen stimmen überein mit den Relationen 
(4) des § 2 aus dem vorangehenden Kapitel. 

Indem wir nunmehr noch die Voraussetzimg machen, daß die 
ersten Ableitungen der Funktionen u und v nach x und y stetig sind, 
wollen wir umgekehrt nachweisen, daß die Bedingungen (1) für die 
Differenzierbarkeit der Funktion C{z) hinreichen. 

Setzen wir h = j -^ ik, so erhalten wir unter Anwendung des 
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung 

^ h 

^ iu^(x+ej\ y + eh)-]-huy{x-h 9 j\ y-\-ek) 

(o<e<i, o<& < i)*j, 

also wegen (1) 

^ _ i^x{x + ei, y^ek)^i hu^( x-{-e^i, y + e^k) 

mithin wegen der Stetigkeit von u und v 

y- /^ du . .dv .du , dv 

*=o ^^ dx cy ' dy 

und dieser Grenzwert ist unabhängig von der speziellen Wahl der 
Folge; d, h. f (jj) ist differenzierbar. Wir wollen den Differential- 



^) Wir wollen hier und im folgenden, wo es bequem scheint, die par- 
tiellen Ableitungen nach einer Variablen durch einen angehängten Index be- 

du du 
öx ' dy 



zeichnen, also z. B. m^, Uy statt ^ - , - - schreiben. 
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quotienten mit C'{z) bezeichnen. Das so bewiesene Ergebnis recht- 
fertigt die folgende Definition, welche dem weiteren Aufbau der 
Funktionentheorie zugrunde gelegt wird: 

Der Ausdruck C = w + iv heißt eine im Gebiete G reguläre ana- 
lytische Funktion von z == x -\- iy, wenn in diesem Gebiete u und v 
stetige Funktionen von x und y mit stetigen partiellen Differential- 
quotienten erster Ordnung sind und dort die Cauchy-Riemannschen Dif^ 
ferentißlgleichungen (1) gelten^). 

Beiläufig sei bemerkt, daß man die beiden Differentialgleichungen 

(1) in der einen Gleichung 

(2) ? = 1^ 
^ ^ ds dv 

zusammenfassen kann; hierbei bedeuten s, v die Längen auf irgend 
zwei von einem Punkte ausgehenden, aufeinander senkrechten und 
zueinander wie die positive %-Achse zur positiven y-Achse liegenden 
Richtungen. Der Beweis dieser Tatsache ist nach den Ausführungen 
von Kap. 1, § 2 selbstverständlich. 

Genau ebenso wie in der gewöhnlichen Differential- und Inte- 
gralrechnung folgt nun, daß Summe, Produkt und Quotient analyti- 
scher Funktionen, wofern der Nenner nicht verschwindet, wieder 
differenzierbar sind, und zwar unter Gültigkeit der bekannten Regeln 
der Differentialrechnung. Dasselbe gilt für eine analytische Funktion, 
deren Argument eine analytische Funktion von z ist. Also: Summe, 
Produkt, Quotient von analytischen Funktionen, sowie eine analytische 
Funktion von einer analytischen Funktion ist wieder analytisch. 

§ 2. Konforme Abbildung. 

Die soeben gegebene Definition der analytischen Funktionen läßt 
eine sehr einfeiche und wichtige geometrische Deutung zu. Indem wir 

jedem Punkte des Gebietes G der 2:-Ebene einen Punkt der f -Ebene 
durch die in G analytische Funktion f (z) zuordnen, erhalten wir eine 

, , Abbildung^' des Gebietes G auf ein über der f- Ebene ausgebreitetes 
Gebiet. Wir wollen die Natur dieser Abbildung studieren. 

Es sei z ein Punkt von G, in welchem ^'[z)^0 ist. Durch z 
legen wir zwei Kurven C^ und C,, die im Punkte z die beiden mit 
bestimmtem Richtimgssinn versehenen Tangenten r^ und t^ besitzen 
mögen; mit (p^ und (p^ bezeichnen wir die Winkel der beiden Tan- 
genten gegen die positive ;e-Achse, mit 6 = (f^ — q>^ den zwischen 



^) Reg^ulär auf einer Linie werden wir demg^emäfi eine Funktion dann 
nennen, wenn die Voraussetzungen Über die Ableitungen in allen Punkten der 
Linie erfüllt sind. 



256 I^} 2. Die regulären analytischen Funktionen. 

den Tangenten eingeschlossenen Winkel. Ist z^ = z -{- h^ ein Punkt 
aufCj, der gegen xr rückt, z^ = z-{-h^ ein ebensolcher Punkt aufC^, 
dann wird 

(1) lim^^i±Mzl« = ^(^), 

*i=0 *l 

(2) iim^-(^t¥---^fi=rw. 

Nehmen wir speziell h^ und h^ von gleichem absoluten Betrage r, 
indem wir setzen 

(3) A^ = r^»>i, Äg = f^»>«^), 

so folgt aus (1) und (2) wegen f'(z)4=0 



also, da 



ist, nach (3) 






lim y). = <p^, lim y, = 9?, 

f=0 f=0 



Setzen wir nun 
so wird daher 



also 



und 

(4) 

falls von Vielfachen von 2n bei Messung der Winkel abgesehen wird. 
Nun werden durch die Funktion f (z) die Kurven C^, C, auf zwei 
Kurven CJ, CJ der f- Ebene abgebildet, und zufolge der Definition 
von Xi ^^^ Xi konvergieren . diese Winkel bei abnehmendem r gegen 
die Winkel, welche die Tangenten von C* tmd C* im Punkte C(^) 
mit der positiven w -Achse bilden; wegen der Relation (4) muß daher 
der Winkel zwischen diesen beiden Tangenten gleich dem ent- 



lim^^e'fzi 


-rt) 


■ <f i 


lim?i 


— 1 




1™ ixi 

f=0 


z.}- 


d, 



*) Der Ausdruck e*^ soll hier nur als eine Abkürzung fUr cosy + t siny 
aufgefaßt werden; die Relation tf'^» ^»Vt = ^»(vi+v«) ist eine unmittelbare Folge 
der Addititionstheoreme ftlr die trigonometrischen Funktionen. Später werden 
wir erkennen ) daß diese Bezeichnungsweise mehr als formale Bedeutung 
besitzt. 
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sprechenden Winkel zwischen den Tangenten x^ und Tg werden, falls 
man auf den Tangenten den entsprechenden Richtungssinn festhält. 

Bei der Abbildung der z- Ebene auf die C- Ebene durch eine ana- 
lytische Funktion bleiben der Größe und dem Drehsinne nach die 
Winkel zwischen entsprechenden Kurven für jeden Punkt erhalten, für 
den t! {z) + ist. 

Wir nennen eine die Größe der Winkel erhaltende Abbildung 
winkeltreu oder konform. 

Eine analytische Funktion vermittelt also eine konforme Abbildung 
mit Erhaltung des Drehungssinnes oder, wie wir auch schlechthin sagen 
wollen, eine konforme Abbildung, Eine winkeltreue Abbildung mit 
Änderung des Drehsinnes werden wir in Zukunft stets ausdrücklich 
als konforme Abbildung mit Umlegung der Winkel bezeichnen. 

Da ein kleines Dreieck der <? -Ebene bei einer winkeltreuen Ab- 
bildung wieder annähernd in ein ähnlich gestaltetes Dreieck der 
f- Ebene übergeht, so nennt man eine solche Abbildung gelegent- 
lich auch „in den kleinsten Teilen ähnlich''. Der Ausdruck ] C' {z) \ 
stellt dabei das „lineare Vergrößerungsverhältnis" dar. 

Man kann die obigen Schlüsse rückwärts durchlaufen und erkennt 
so, daß aus der Konformität der Abbildung unter Voraussetzung der 
Stetigkeit der Ableitungen von u und v die Differenzierbarkeit der 
Funktion f = w -f- tv folgt. Die Konformität der Abbildung ist also 
unter dieser Voraussetzung mit dem analytischen Charakter der Ab- 
hildungsfunktion äquivalent. 

Eine kenforme Abbildung mit Umlegung der Winkel erhalten wir 
beispielsweise, indem wir setzen 

wobei g der zu z konjugiert imaginäre Wert z=z x — iy ist; ebenso 
definiert die Zuordnung von z zu dem konjugiert imaginären Werte ^ 
einer analytischen Funktion C = f{z) eine konforme Abbildung mit 
Umlegung der Winkel. Hieraus folgt sofort, da auch umgekehrt jede 
solche Abbildung ^ (z) sofort zu einer analytischen Funktion f = f[z) 
führt, daß wir auf diese Art alle konformen Abbildungen mit Um- 
legung der Winkel erhalten. Als einfaches Beispiel dürfte dem 
Leser aus der Elementargeometrie die Transformation durch reziproke 
Radien bekannt sein, auf die wir später zurückkommen werden. 



§ 3. Die inverse Funktion. 

Ist f eine analytische Funktion von z in einem Gebiete G, so 
entsteht die Frage, ob und inwiefern sich auch umgekehrt z als 
analytische Funktion von f auffassen läßt. 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 17 
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Damit die beiden Gleichungen u = u(Xy y), v= v{xy y) sich in 
der Umgebung eines Punktes x^, y^ eindeutig nach x und y auflösen 
lassen, ist nach einem bekannten Satze der Differentialrechnung hin- 
reichend , daß die „Jacobische Determinante" A = u^v — u^v^ der 
Beziehung J + für x = Xq, y = y© "^^ somit wegen der Stetigkeit 
auch für eine gewisse Umgebung dieses Punktes genügt. Ist diese 
Bedingung erfüllt, so werden in der Umgebung der Stelle u{xq, y©)"^**©' 
^(^o»yo)~^o ^^^ «v-Ebene x = x(u, v) und y = y(u,v) eindeutig be- 
stimmte Funktionen von u und v mit den stetigen partiellen Ableitungen 

Nun ist in unserem Falle zufolge der Cauchy- Riemannschen 
Differentialgleichungen u^ = v^, "y = "~ ^x* 

(2) ^=t*,^ + V = C + V = l«:r + »Si'=I^Wl'- 

Wir erhalten also das Resultat: Ist für z = Zq die Ableitung ^{z) von 
Null verschieden, so wird eine hinreichend kleine Umgebung des Punktes 
Zq umkehrbar eindeutig auf eine Umgebung des Punktes Cf-^o) "== ^o ^' 
gebildet; d, h. für diese Umgebung ist die Gleichung C = C{z) eindeutig 
nach z auflösbar, so daß z == z{C) wird. Die Funktion -z{C) ist eine 
analytische Funktion von C- 

Dies letztere ergibt sich unmittelbar, entweder indem wir be- 
achten, daß durch z = z{C) ein Stück der f -Ebene auf die Umgebung 
des Punktes z^ der 2:-Ebene konform abgebildet wird, oder indem wir 
bemerken, daß aus (1) die Gültigkeit der inversen Cauchy- Riemann- 
schen Differentialgleichungen x^ = y^, x^ =-- — y^ folgt. Die Funktion 
2 = -2(0 heißt die zu f = ^(arj inverse Funktion oder die Umkehr- 
funktion von f (z). 

Zufolge der Gleichungen (1) und (2) gilt für die Ableitung der 
inversen Funktion die Beziehung 

dz d(x-\-iy) _ Vy — iv^^ 1 1 

di^^du" ~^ A^ ~~Vy + ivl'~f{zY 

genau wie in der Differentialrechnung reeller Funktionen. 

§ 4. Die Integration der analytischen Funktionen und 

der Cauchysch^ Integralsatz ^). 

In der Theorie der reellen Funktionen wird das Integral einmal 
als Umkehrung des Differentialquotienten {unbestimmtes Integral), 
zweitens als Grenzwert einer Summe {bestimmtes Integral) eingeführt 
und sodann die fundamentale Tatsache bewiesen, daß beide Defini- 
tionen auf denselben Gegenstand führen. 

*) Vgl. die parallel laufenden Entwicklungen in Abschn. I, Kap. 5. 
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Ganz analog können wir nun bei den analytischen Funktionen 
einer komplexen Variablen vorgehen. Unmittelbar läßt sich der Be- 
griff des unbestimmten Integrales auf das komplexe Gebiet ausdehnen. 
Ist nämlich zu einer gegebenen analytischen Funktion f(z) im Gebiete 
G eine zweite analytische Funktion F(^) gegeben, so daß F\z) = f{z) 
gilt, so nennen wir F{z) ein unbestimmtes Integral von f(z) und 
schreiben 

F{z) = Jfiz)dz. 

Um die Definition des bestimmten Integrales übertragen zu 
können, denken wir uns zwei Punkte z^ und Z der Ebene durch 
eine stückweise glatte Kurve C miteinander verbunden, welche ganz in G 
liegt. Diese Kurve zerlegen wir durch die Punkte z^, z^^ ..,, z^ = Z 
in n Teile und bilden die Summe 

n 

S„ -- yj f[Zy) (Zy — 2:„_l) . 

Lassen wir nun die Anzahl n -f- 1 der Teilpunkte über alle 
Grenzen wachsen, so daß dabei die Abstände [j?,, — ey_i| gegen Null 
konvergieren, so nennen wir den Grenzwert von S^ , wenn er existiert 
und von der speziellen Wahl der Teilpunkte z^y ..., Zn-i unabhängig 
bleibt y das über die Kurve C genommene bestimmte Integral der Funk- 
tion f{z) und schreiben 

z c 

^^^ff{z)dz oder kurz J f{z)dz oder auch J f(z)dz. 

lo c 

Aus der Definition des bestimmten Integrales folgt unmittelbar, 
wenn auf dem ganzen Integrationswege | f[z) \ nicht größer als die 
positive Schranke M ist und L die Länge des Integrationsweges be- 
deutet, die wichtige Integralabschälzung 

z 
(1) ^^^^j f{z)dz\^ML. 

«0 

Dieser Integralbegriff würde ohne wesentliche Bedeutung bleiben, 
wenn das bestimmte Integral nicht gleichzeitig als unbestimmtes 
Integral aufgefaßt werden könnte, und wenn es noch vom Integra- 
tionswege C abhängig wäre. Wir wollen jedoch zeigen, daß der 
folgende, als Integralsaiz von Cauchy bezeichnete fundamentale Satz 
gilt, welcher sofort die genannten Bedenken zerstreut. 

Es sei G ein einfach zusammenhängendes Gebiet^) der z- Ebene 
und f{z) eine dort reguläre analytische Funktion. Es sei ferner Zq ein 

^) Ein Gebiet soll hier einfach zusammenhängend heißen , wenn es von 
einer einzigen geschlossenen sttlckweise glatten Kurve C begrenzt wird. (Vgl. 
auch S. 248, 261) Wir werden uns später veranlaßt sehen, den Begriff des ein 
fachen Zusammenhanges etwas allgemeiner zu fassen. 

17* 
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fester, Z ein variabler Punkt von G, C irgendeine Zq mit Z verbindende 
in G verlaufende stückweise glatte Kurve. Dann existiert das über die 
Kurve C erstreckte Integral 

'"^'Sfiz) dz = F (Z) 

unabhängig von der speziellen Wahl des Integrationsweges C und stellt 
eine in G reguläre analytische Funktion F{Z) dar, für welche die 
Gleichung 

F' (z) =-- f{z) 
giÜ, 

Zum Beweise dieses Satzes beachten wir zunächst, daß aus der 
Definition des bestimmten Integrales folgt 

'''']f{z)dz^-''''Jf{z)dz. 

Wir wollen demgemäß die Unabhängigkeit des Integrales vom Wege 
nachweisen, indem wir zeigen, daß für jede ganz im Regularitäis- 
gebiete G liegende geschlossene Kurve C das Integral J f{z)dz den 
Wert Null hat. 

Setzen wir 

f{z) -- fix -f iy) =-- u[x. y) + iv{x, y), z^^ x^+ iy^, 

Zy — Zy^i = Azy= Axy-\-iJyy, 
so ist 

n n 

S„ ^ yf{Zy) AZy-^ ]£{U iXy, ^ y ) A Xy — V {Xy , y^) d >V } 

v—l »=1 

n 

+ i y!{u{Xy, yy)Ayy4-V(Xyy yy)AXy}. 

v-l 

Beide Summen auf der rechten Seite konvergieren mit wachsendem n 
gegen die entsprechenden reellen Kurvenintegrale (siehe Kap. 1, § 1 * 
und daher wird 

j f{z)dz ^ J udx — vdy -\- i J vdx -\- udy, 
c c c 

Die Kurvenintegrale rechts verschwinden aber wegen der Cauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen auf Grund des Satzes in Kap. 1, 
§ 1. Hiermit ist bewiesen, daß das Integral F(Z) wirklich eine Funk- 
tion der oberen Grenze Z allein ist. 

Setzt man 

Z= X + iY, 

Judx-vdy^ U{X, Y), Jvdx + udy= V{X, Y), 
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so wird wegen Kap. 1, § 1 

»4»«<X,Y), ||=-.(Ar.Y), 

die Ableitungen von U und V nach X und Y sind also stetig und 
genügen den Cauchy-Riemannsctien Differentialgleichungen; mithin 
ist F{Z)^^ U ~\-iV eine analytische Funktion von Z; für deren Ab- 
leitung folgt aus (2) sofort 

Damit ist der Cauchysche Integralsatz in allen seinen Teilen bewiesen. 

Die Gültigkeit dieses Salzes bleibt noch unter der erweiterten 
Voraussetzung bestehen, daß C den Rand des Gebietes bedeutet und 
daß die Funktion f{z) auf dem Rande zwar nicht mehr regulär ana- 
lytisch, aber doch noch stetig ist. Ja es darf unter Umständen sogar 
fix) auf dem Rande Un Stetigkeitspunkte besitzen. Es genügt, daß 
das Randintegral existiert und sich auffassen läßt als Limes eines ent- 
sprechenden Integrales, das über eine ganz im Inneren des Gebietes G 
verlaufende gegen den Rand C konvergierende (d. h. ihm überall be- 
liebig nahe kommende) Kurve C' erstreckt wird^}. Denn für diese 
Kurve muß nach dem Bewiesenen das Integral verschwinden. Beim 
Beweise des Integral satzes war die Annahme wesentlich, daß das 
Gebiet G einfach zusammenhängend ist. 

Wir wollen em Gebiet n fach zusammenhängend nennen, wenn 
seme Berandung aus n geschlossenen, einander nirgends treffenden 
Kurven C gebildet wird Solche «fach zusammenhängenden Gebiete G* 





Fig 88—90 

lassen sich in einfach zusammenhangende Gebiete G dadurch ver- 
wandeln, daß man n — 1 mal je zwei Randkurven durch einen „Quer- 
schnitt" verbindet (vgl. Fig. 88—90 für « = 1, 2, 4). Machen wir nun die 
Annahme, daß das Gebiet G* mit Einschluß des Randes ein Regula- 

;se Voraussetzungen immer 
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ritätsbereich der Funktion f{z) ist, so hat nach dem Cauchyschcn 
Integralsatz das um den ganzen Rand von G herumerstreckie 

Integral J f{z)dz den Wert Null. Da hier bei der Integration die 
Querschnitte zweimal, und zwar in entgegengesetzter Richtung, durch- 
laufen werden, heben sich die Integrale über diese Linien forty und es 
gilt also allgemein der Satz: 

Ist f[z) eine in einem n^fach zusammenhängenden Gebiete G* ein- 
schließlich der Ranikurven reguläre aruilytische Funktion, so hol das 
Integral j f{z)dz den Wert Null, wenn es in mathematisch positivem 
Sinne um den ganzen Rani von C* herumerstreckt wird. 

Unter dem mathematisch positiven Umlaufungssinn einer Figur 
verstehen wir dabei, wie schon früher, einen solchen, bei welchem das 
Innere der Figur zur Linken bleibt. 

Ist speziell das Gebiet zweifach zusammenhängend, so wird danach 

Jf{z)dz=^Jf{z)dz, 

wobei beide Randkurven C^ und C^ im gleichen Sinne zu durch- 
laufen sind. 

Ein einfaches wichtiges Beispiel liefert die Funktion 

Diese Funktion ist für alle nicht verschwindenden Werte von z regulär, 
wird jedoch für z = unendlich, so daß dort die Regularität aufhört. 
Umgibt man also den Punkt z = mit einer geschlossenen Kurve C, 

so braucht das Integral J f{z)dz nicht Null zu sein. In der Tat, sei 

c 

etwa C^ der mit dem Radius g um z = geschlagene Kreis, dann wird 
auf C^ 

z = Q (cos q) -f- i sin 9p), dz ^^ i gicos q) -^ isin (p)d(p. 






-} =- id(p, J J ^ J id(p=~- 2 7rt + 0; 

* Cr ^ 



und zufolge der oben bewiesenen Tatsache gilt die Gleichung 

(3) //==2'''' 

für jede den Nullpunkt in positivem Sinne umlaufende geschlossene 
einfache (d. h. doppelpunktlose) stückweise glatte Kurve C, denn wir 
können g so klein wählen, daß C^ ganz im Innern von C liegt. 

Dieses Ergebnis ist von Wichtigkeit für das Verständnis des 
Logarithmus einer beliebigen komplexen Große. Bekanntlich gilt für 
positives reelles Z 
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wobei das Integral über die positive reeUe Achse erstreckt wird. 
Nimmt man diese Formel als Definition von \gZ auch für beliebige 
komplexe Werte von Z + 0, so ist wegen (3) diese Funktion IgZ 
nur bis auf ein additives MuÜiplum von 2ni bestimmt, da von vorn- 
herein nichts darüber ausgesagt ist, ob, wie oft und in welchem Sinne 
der Integrationsweg den Nullpunkt umschlingen soll (vgl. Abschn. I, 
Kap. 4, 5). Um die Definition des Logarithmus eindeutig zu machen, 
führen wir von z = längs der negativen reellen Achse bis ins Un- 
endliche einen Schnitt; die so aufgeschnittene Ebene ist dann ein 

Gebiet mit einer Randlinie, in dessen Inneren die Funktion — 

z 

/dz 
— eine eindeutig besümmte analyti- 

1 ' 

sehe Fimktion der oberen Grenze Z wird, deren Ableitung gleich 

— + ist. Der so definierte Wert von lg Z heißt der Hauptwert des 

Logarithmus. Es ist zu beachten, daß zufolge der obigen Relation (3) 

die Hauptwerte von IgZ in gegenüberliegenden Punkten der beiden 

Ufer des Schnittes sich um den Wert 27ii 

unterscheiden. 

Die Umkehrfunktion des Logarithmus, 

welche für jede Stelle Z + existiert, 

heißt die Exponentialfunktion und wird 

mit Z = e^ bezeichnet. Beide Funktionen 

werden wir später noch näher zu unter- i 

suchen haben. ^. ^- 

Flg. 91. 

Integriert man nacii z über den in 
Fig. 91 angegebenen Weg iPZ, so wird, wenn Z = r (cos (p -\- i sin 9?) 
gesetzt ist, 

Z P Z ff 

JT = f + f = ^gr + jidyj = \gr + i(p, 
1 ^ 1 p 

womit der komplexe Logarithmus auf reelle Funktionen zurückgeführt 
erscheint. 

Für r = 1 ist speziell Igr = 0, also \gZ ^= iq> oder 

cos 99 -f- i sin 93 ^^ Z = e^'f', 
womit die früher rein formal eingeführte Schreibweise gerechtfertigt ist, 

§ 5. Die Integraldarstellung von Catiehy. 

Es sei G ein einfach zusammenhängendes Gebiet, C eine ganz in G 
liegende geschlossene stückweise glatte Kurve, welche den Punkt Zq im 
Innern enthält, und es sei f{z) eine in G reguläre Funktion. Dann ist die 

Funktion -^ in G mit Ausnahme des Punktes z = z^, regulär, da 
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dies für Zähler und Nenner gilt und der Nenner von Null verschieden 
ist. In dem zweifach zusammenhängenden Gebiet, welches aus G durch 
Ausschneiden eines um z =^ Zq mit dem hinreichend kleinen Radius r 

geschlagenen Kreises K entsteht, ist also ^ regulär. Daher ist 



Z-Zq 







K 



Auf K wird 



dz 
2: = ^o+r^*> (0 ^ 9? ^ 27r), also dz = ri^'f d(p, = id<p. 



Z^Zq 



und somit 

C ^~^0 

Wegen der Stetigkeit von f(z) im Punkte Zq wird bei beliebig 
kleinem £ > 

für alle hinreichend kleinen Werte von r und beliebiges q?; daher 
wird wegen der Abschätzungsformel (1) aus § 4 das Integral auf der 
rechten Seite von (1) für solche r gleich 

Sn 


wobei \fj\ ^€ gilt, und somit konvergiert diese rechte Seite gegen 
2nif[ZQ), wenn r zu abnimmt. Wir erhalten also die folgende als 
Integralformel von Catichy bezeichnete fundamentale Relation: 

c 
dabei ist zu beachten, daß über die Kurve C in positivem Sinne zu 
integrieren ist. Diese Formel drückt den Wert f{zQ) der Funktion f(z) 
in einem beliebigen inneren Punkte Zq eines Regularitätsbereiches 
durch die Randwerte auf C aus. Eine analytische Funktion ist also 
in einem einfach zusammenhängenden Gebiete durch ihre Randwerte 
eindeutig bestimmt, wodurch u. a. eine willkürliche Vorgabe der Funktion 
in einem ganzen Gebiete ausgeschlossen wird. 

Wir wollen aus dieser Integralformel eine Reihe wichtiger Folge- 
rungen ziehen. Zunächst können wir unserem Begriffe der analy- 
tischen Funktion dadurch nunmehr einen wirklich befriedigenden 
Charakter verleihen, daß wir nachweisen: 

Die Ableitung einer analytischen Funktion ist wieder eine ana- 
lytische Funktion, 

Es sei Zq ein innerer Punkt von G und C eine in G verlaufende 
einfach geschlossene Kurve um den Punkt z^. Dann ist wegen der 
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CaiicÄyschen Integraldarstellung für beliebige, hinreichend kleine, nicht 
verschwindende Werte von h 

(2) f(zo + h )-f{z,) 1 ^ fjz) 

h 2ni J (z-zo)« 

= ^- f /-W Ix L——. - --) - r-m*^- 

2nt J ' ^ ^ { h \z — ZQ — h z — z^/ (^ —^o) ) 
1 -f f{z)h 



= _!_ f ?1^)J dz 



Der absolute Betrag der stetigen Funktion f[z) ist auf C beschränkt, 
der Nenner {z — Zq — h) {z — z^ bleibt bei hinreichend kleinem | h \ 
absolut genommen oberhalb einer positiven Schranke, da der Punkt z^ 
von allen Punkten z von C eine positive Entfernung besitzt; mithin 
konvergiert mit h auch die rechte Seite von (2) gegen Null, und 
wir erhalten 

Da der Grenzwert auf der linken Seite unabhängig von der speziellen 
Wahl der gegen Null konvergierenden Größen h ist, so ist damit die 
Existenz einer Ableitung f (z) von f[z) bestätigt und zugleich bewiesen, 
daß sie aus der Integralformel von Cauchy durch Differentiation unter 
dem Integralzeichen erhalten werden kann. Genau dieselbe Betrach- 
tung beweist die Existenz der sukzessiven Ableitungen f'{z), f"'{z), . . .; 
wir erhalten, indem wir mit f{z), f {z), . . . genau so verfahren wie 
oben mit f(z), das Resultat: 

Für jedes n existiert die n'* Ableitung einer analytischen Funktion 
und wird durch den Ausdruck 

(3) ^'"'(^«)=Ä1(,_^^Ui'^- («=1.2,....) 

gegeben* Es sind also auch sämtliche Differentialquotienten einer ana- 
lytischen Funktion analytische Funktionen, 

Die eben durchgeführte Betrachtung zeigt noch mehr; sie beweist 
den folgenden Satz: Ist (p[z) irgendeine auf der einfach geschlossenen 
stückweise glatten Kurve C stetige Funktion^), so stellt die Gleichung 



' ^ ^^ 2ji% j z — Zt. 



^) D. h. eine stetig von der Bogenlänge abhängige GrÖfie. 
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eine im Innern von C reguläre analytische Funktion von z^ dar, deren 
Ableitungen durch die Formel 

d, h. durch Differentiation unter dem Integralzeichen, erhalten werden. 
Im allgemeinen besitzt dabei die dargestellte Funktion f^z^) keines- 
wegs die Werte q)(z) als Randwerte, wie aus § 6 sich ergeben wird. 
Als zweite Anwendung der Formel (1) behandeln wir die Ent- 
wicklung einer analytischen Funktion in eine Taylorsche Potenzreihcy 
und gewinnen so den Anschluß an die im ersten Abschnitt ent- 
wickelte Weierstra ßsche Auffassung der Funktionentheorie. Wir um- 
geben den Punkt z^ mit einem Kreise K von so kleinem Radius r, daß 
er noch ganz im Innern der Kurve C liegt. Schreiben wir auf C statt z 

das Zeichen t, so wird für alle Punkte z im Kreise K der Quotient 



t-^o 



absolut genommen unterhalb einer positiven Zahl d< 1 liegen; daher 
konvergiert die geometrische Reihe 

gleichmäßig in bezug auf die Variable /. Es wird daher, wenn wir 
gliedweise integrieren, was offenbar genau wie im Reellen erlaubt ist, 

c c c 

= ^ ff ^'^ dt 4.(«-2.)-L CfS^dt+{2-zJ^. [yßk dt-h..., 

d. h. wegen (3) 

(4) f{z) = f{z,) + ^ü - z,) + Qp^ {z - z,y 



'M- 



Damit haben wir also für jeden Punkt z im Innern eines Regulari- 
tätsgebietes eine Entwicklung der analytischen Funktion f{z) in eine 
Potenzreihe, und zwar genau die aus der gewöhnlichen Differential- 
rechnung bekannte Taylorsche Reihe. 

Diese Reihe konvergiert offenbar gleichmäßig in jedem Kreise K 
um Zqj der noch ganz im Innern eines Regularitätsgebietes liegt. Da 
anidererseits, wie man leicht erkennt und wie im ersten Abschnitt 
ausführlich dargelegt ist, jede Potenzreihe in ihrem (notwendig kreis- 
förmigen) Konvergenzgebiet eine differenzierbare, d. h. analytische 
Funktion darstellt, so kann dieses Konvergenzgebiet nirgends über 
das Regularitätsgebiet der Funktion hinausreichen. Man formuliert 
diese Talsache so: der Kcnvergenzkreis der Pctenzreihe (4) iit der 
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größte Kreis um Zq, in dessen Innern die Funktion f{z) noch Überall 
regulär ist. 

Als dritte Anwendung der Cauchyschen Formel beweisen wir 
folgenden Satz: 

Ist fj{z), f^{z)y f^(z)y... eine Folge von Funktionen^ welche in 
dem einfach zusammenhängenden Bereiche G mit der Randkurve C ein- 
schließlich des Randes regulär sind und auf dem Rande gleichmäßig 
konvergieren^ so konvergieren sie auch im Innern, und ihr Limes ist 
wieder eine reguläre analytische Funktion f{z) in G. 

Der Beweis ergibt sich fast unmittelbar aus der Integralformel. 
Denn setzen wir dort f^{z) statt f[z) ein, so folgt die Konvergenz 
der Funktionen f^{z) für das Innere unmittelbar mittels der Integral- 
abschätzung (1) auf S. 259. Die Grenzfunktion wird im Innern von G 
dargestellt durch die rechte Seite der CawcÄy sehen Formel, wobei 
für f(z) auf dem Rande C der Limes von f^iz) zu setzen ist. Aus 
dieser Darstellung aber ergibt sich unmittelbar, wie oben gezeigt, die 
Differenzierbarkeit der Grenzfunktion im Innern, d. h. ihr analytischer 
Charakter. 

Übrigens sei bemerkt, daß aus den Ergebnissen des folgenden 
§ 6 sich sofort für G die Gleichmäßigkeit der Konvergenz der f^[z] 
gegen f{z) ergibt. 

Als letzte Anwendung stellen wir fest, daß Realteil u und Ima- 
ginärteil V jeder analytischen Funktion in deren Regularitätsgebiet 
unbeschränkt differenzier bare Funktionen von x und y sein müssen. 
Wir dürfen also die C auchy-Riemannsoh^n Differentialgleichungen (1) 

des § 1 nach x und y differenzieren und erhalten so wegen ö— r— 

ö*M c'^v c^v f 

sofort 



dydx' dxvy dydx 

J« = 0, Jv -= 0, 

d. h. ReaUeil und Imaginärteil jeder analytischen Funktion sind in 
deren Regularitätsgebiete reguläre, zueinander konjugierte Potential- 
funktionen. 

Wir können demgemäß, da umgekehrt ein Paar konjugierter 
Potentialfunktionen eine analytische Funktion definiert, den Zusammen- 
hang zwischen der Theorie der ebenen Strömungen und der analytischen 
Funktionen dahin formulieren, daß beides verschiedene Auffassungen 
einer und derselben Sache sind. 
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§ 6. Das Poissanscht Integral und seine Anwendung 

in der Potentialtheorie. 

Aus der Cauchyschen Integralformel können wir eine entspre- 
chende, besonders einfache Darstellung für den Realteil u einer ana- 
lytischen Funktion durch die Randwerte von u herleiten, falls die 
Randkurve C ein Kreis K ist. 

Wir betrachten also einen ganz im Regularitätsgebiet von f(z) 
gelegenen Kreis K vom Radius R um den Punkt z = Zq = x^ -\- iy^, 
den wir der bequemeren Schreibweise halber in den Nullpunkt verlegt 
denken, und führen durch die Gleichung 

z = rß*y 

in diesem Kreise Polarkoordinaten r, xp ein. Nach der Ca«*fÄyschen 
Integralformel ist tür jeden im Innern des Kreises K gelegenen Punkt z 



Betrachten wir andererseits irgendeinen außerhalb des Kreises K ge- 

R9 . 

legenen Punkt Zj^, etwa den Punkt z^ = — ß*>, so wird die Funktion 

f(z) 
/ ^ in K regulär sein, also die Gleichung 

Z Zm 

Ke ^ e ^ 

r 

gelten. Durch Subtraktion von (1) und (2) folgt 

2.T 



wofür wir auch schreiben können: 

(3) fiz) = u + iv = ^ f ^(i?,.r,^ ._?!r:'-' d<p, 

^^ J R — 2i?rcos (o? — t/OH-f- 



oder 



r cos (tp — V») -\- f ■ 




' ' 2»J'^ '\Re''f-re'y'^Re-'<f'-re-*'^ / ^ 



■ 

Trennen wir rechts und links Reelles und Imaginäres, indem wir 
beachten, daß die Faktoren von f{Re*^) unter dem Integralzeichen 
reell sind, so erhalten wir die gesuchte Poissonsche Integralformel 

2.1 

\ p R2 y2 

(4) W(>, V^)=^T- «(^^>9^)b1 TTB 7 T~, — 2^^ 

' ^ 2 Ä J ^ ^^ R^ — 2Rr cos (9? — v^) -f »^ 
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oder 



2.T 



(5) u{r,ip) = ^ ^u{R,(p)l ^"^ , - -f. — ^-lü, -i]dg?. 



Da sich jede beliebige Potentialfunktion als Realteil einer ana- 
lytischen Funktion darstellen läßt, so haben wir damit die Werte 
einer Potentialfunktion im Innern eines Kreises durch ihre Randwerte 
ausgedrückt. Verlegen wir den Punkt r^*> in den Mittelpunkt des 
Kreises, nehmen also r = 0, so erhalten wir sofort den Mütelwertsaiz 
der PotentiaÜheorie in Gestalt der Formel 

(6) w(0) = 2^Jw(i?,9?)igp, 



wobei w(0) den Wert der Potentialfunktion im Mittelpunkt bedeutet. 

Aus dieser Formel folgern wir leicht den Satz vom Maximum 
und Minimum einer Poieniialfunktion: 

Eine in einem Gebiete G einschließlich des Randes reguläre Po- 
ieniialfunktion u nimmt ihr Maximum und Minimum am Rande an, 

Ist u konstant, so ist der Satz trivial. Wäre u eine nicht kon- 
stante Potentialfunktion, die etwa ihr Maximum nicht am Rande an- 
nähme, so müßte es im Innern einen Punkt x^, y^ geben, in welchem 
das Maximum «* angenommen wird, während auf der Peripherie eines 
noch ganz in G gelegenen Kreises um den Punkt x^, y^ als Mittel- 
punkt auch kleinere Werte als M* angenommen werden. Wenden wir 
auf diesen Kreis den Mittelwertsatz (6) an, so werden wir auf einen 
Widerspruch geführt, da die rechte Seite offenbar < w* ist. 

Man kann der Poissonschen Integral formel eine andere bemer- 
kenswerte Form geben. Wir können nämlich die beiden Brüche unter 
dem Integralzeichen der Formel (5) in geometrische Reihen ent- 

wickeln, welche gleichmäßig konvergieren, solange — unterhalb einer 

R 

festen Schranke < 1 bleibt; es wird nämlich 

i?£'*> 1 



R 



— V ^- = 1 + 2' {-5 e-i'^i—f) . 



1+1(^) e'«^"-'" 



Tragen wir diese Werte in die Poissonsche Integralformel ein 
und berücksichtigen, daß wir wegen der in (p gleichmäßigen Kon- 
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vergenz der Reihen die Integration gliedweise ausführen dürfen, so 
erhalten wir die Formel 

2.1 2.-T 

oder 

(7) u(r, y;) = I + 2' (^) («„cosnv^ + ftnSinnv'), 

M— 1 

wobei 

2 .T 2 .T 

^^) ^n ^ ~ «(/?, 9?)cosn99 ^7?, ft„ = ~ «(i?, 99)sin«9p ^9? 

(n = 0, 1,2,...) 

ist. Da jedes Glied unter dem Summenzeichen für sich eine Poten- 
tialfunktion darstellt — es ist z.B. r"cos«y der Realteil der ana- 
lytischen Funktion [x + *y)"* wenn x= r cos ip, y = r sin tp gesetzt 
wird — , so haben wir in der Formel (7) eine Entwicklung einer be- 
liebigen Poientialfunktion in eine Summe besonders einfacher Poteniial- 
funktionen vor uns, welche der Potenzreihenentwicklung einer analy- 
tischen Funktion entspricht. 

Bisher diente uns das Poissowsche Integral zur Darstellung einer 
von vornherein als bekannt betrachteten Potentialfunktion. Die Be- 
deutung der Formel reicht aber weiter; es gilt nämlich der folgende 
fundamentale Satz: 

Ist f {(p) eine beliebige stetige Funktion der reellen Variabein q) mit 
der Periode 27i, so stellt das Integral 

O T 

1 

(9) ti(r,w)== - 






-2R 


y cos 


(9P- 


- vO + y* 


d(p 


2.t 


Re 


Xfp 


1 


Re 


-i<p 







^ + ^{^j {a^^osny) + besinn y)) 



eine im Innern des Kreises mit dem Radius R reguläre Poiential- 
funktion dar, welche die durch f{(p) gegebenen Randwerte annimmt. 
Dabei bedeuten die Konstanten a^, b^ die aus der Formel (8) für 
u (R,(p) = f{(p) hervorgehenden Zahlen. 

Wir drücken diese Tatsache auch folgendermaßen aus: Das 
Poissonsche Integral löst die Randwertaufgabe der Potentialtheorie 
für den Kreis. 

Zum Beweise unseres Satzes schicken wir folgenden Hilfssatz 
voran: Ist Ui{r,(p), u^ {r,(p), , . . eine Folge von Poteniialfunktionen, 
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welche in einem Kreise K einschließlich des Randes regulär sind und 
deren Randwerte f^ (q?), f^ {(p), . . . gleichmäßig gegen eine stetige Funktion 
f [q?) konvergieren, so konvergieren auch überall im Kreise K die Po- 
tentialfunktionen u^ gegen eine Potentialfunktion u, welche die Rand- 
werte f(<p) besitzt. 

In der Tat ist u^ — u^ eine in K reguläre Potentialfunktion, deren 
Randwerte f^ — f^ bei hinreichend großen n und m, absolut genommen, 
gleichmäßig auf dem Kreis beliebig klein sind; also ist nach dem 
Satz vom Maximum und Minimum u^ — w_ auch im Innern von K 

fl VN 

gleichmäßig beliebig klein; mithin konvergieren die Funktionen u^ 
überall in K einschließlich des Randes gleichmäßig gegen eine Grenz- 
funktion Uy welche wegen der Gleichmäßigkeit der Konvergenz wieder 
stetig ist, also die Randwerte f((p) besitzt. Andererseits wird die 
Funktion in jedem Punkte im Innern des Kreises dargestellt durch 
die Formel (9). Nun kann man den Grenzübergang von u^ zu u 
einfach dadurch ausführen, daß man in der für die Potentialfunktion u„ 
gültigen Poissonschen Formel die Randwerte u^{R,(p) = f^{(p) durch 
deren Grenzwert f{q)) ersetzt. Die Formel (9) stellt aber gewiß im 
Innern des Kreises eine Potentialfunktion dar, weil man den Differential- 
ausdruck Au durch Differentiation nach den rechtwinkligen Koordi- 
naten X, y unter dem Integralzeichen bilden kann; dieser Differential- 
prozeß J, angewandt auf die geschweifte Klammer unter dem Inte- 
gralzeichen, d. h. den Realteil einer analytischen Funktion, gibt aber 
den Wert 0. 

Nunmehr folgt der behauptete Satz aus der Tatsache, daß man 
jede beliebige stetige Funktion f((p) mit der Periode 2ji gleichmäßig 
durch eine Folge „trigonometrischer Polynome" von der Form 

fn[<f)-^ + S (4"' COS Ä 9, + bT sin h <p) 

approximieren kann^). Für diese Funktionen f^ ist aber die Be- 
hauptung trivial, denn die entsprechenden Potentialfunktionen 

«„'/. V) = -T" + i (¥)"("»"' cos Ä v + C sin Ä v) • 
haben offenbar die Randwerte (^{(p)- 



^) Dies läfit sich folgendermafien beweisen: 

Es sei f{x) eine stetij^c Funktion mit der Periode 2ä und 

(1) a„ = — I f{x) cos nxdx , 6^ = | f(x) sin nxdx (w = , 1 , . . .) , 

(2) 5, W = ^- , 5« {x) --- -"[; -f'lr (öK cos vx -{- br sin vx) (ti = 1 , 2, . . , 
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Das gewonnene Resultat gibt uns Aufschluß über das Maß der 
Willküfy welches in einer analytischen Funktion steckt. Man kann 
die Werte des Realteiles u auf einer gewissen geschlossenen Linie, 



(3) ^i.W = -^^5„W (ti = l,2,...); 

dann folgt aus (1) und (2) für n = 2, 3, . . . wegen der Periodizität von f{x) 

+.1 



{x) = — I fify \-^+ 2ä (cos vx cos v/ + sin vx sin vt) \ dt 






1 r (\ **-^ 1 1 r n '*"^ 1 



—TT —» 



«/» ,<»■ 



— ;t — ^ 

1 p^ ^ cos(« — 1)/ — cos«/ , 

= irj^'* + -)— 2(l-cosO '^^' 

und diese Gleichung ist auch noch für n = 1 richtig. 
Für die „F<?/A'schen Mittelwerte" (3) gilt daher 

1 r -r V « cos(v— 1)/ — cosv/ ,^ 

— ;r 

Ist /"(jt) speziell identisch gleich 1 , so ist nach (1) -^ - 1 und alle 
anderen Fo«r*Vr- Koeffizienten =0, also nach (4) 

■ dt. 



(') '-2^5 



Aus (4) und (5) folgt 



+^ / sm -^- 



(6) ". W - fix) = -L J (/'(Z + ;r) - f(x)) 1 — ?- j dt 



^ sin ^ 



Es sei f>0 gegeben. Die Funktion f(x) ist stetig, also gleichmäßig stetige, 
es existiert daher ein nur von s abhängiges ö des Intervalls < ^ < « derart, 
dafi für I / 1 ^ <5 und beliebiges x 

\f(l + x)-f{x)\<e 
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nämlich einem Kreise, willkürlich stetig vorschreiben; dann ist der 
Imaginärteil v und somit auch die Funktion bis auf eine additive Kon- 
stante bestimmt. 

3. Kapitel. 

Die einfachsten analytischen Punktionen, 
§ 1. Lineare Funktionen. 

Sind a, b, c, d vier (komplexe) Zahlen von nicht verschwindender 
Determinante ad — bc, so heißt 

(1) C = -^-^ 

^^ ^ cz + d 

eine lineare Funktion, Da Zähler und Nenner bei (l) für jedes (end- 
liche) z regulär sind, so ist f für alle diejenigen z regulär, welche 
den Nenner cz-\-d nicht zu machen. Die Funktion cz-{-d ver- 
schwindet nun im Falle c = überhaupt nicht, im Falle c + nur 

für ;? = . Die lineare Funktion t ist daher in allen Punkten der 

c ' 

z -Ebene regulär mit höchstens einer Ausnahme. 



ist. Folglich wird mit Rücksicht auf (5), wenn / den Integranden in (6) 
bedeutet, 



(7) 



+* +i/sin— \* +» 



Ist ferner M das Maximum von | /T^) | , so ist 



M 



\2ytnJ '' —2nnJ . ^ t — 



(9) 



6 ' 

-& 

M 



^nl^^' 



< 



« sm' — 



2 

Für alle hinreichend großen nyN=N{e) ist aber 

M 

n sm' — 

Li 

und dann folgt aus (6), (7), (8), (9) 

für «>*V(«) gleichmäßig in jr. 

Die trigonometrischen Pol^'nome a„(;r) konvergieren daher gleichmäßig 
Regen f{x). 

Hurwits-Courant, Funktionentheorie. 18 
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Aus (1) folgt die Umkehrung 

z ist also, als Funktion von f betrachtet, auch überall regulär, 
im Falle c + mit Ausnahme des Punktes f = — . Um diese lästigen 

" c 

Ausnahmen zu beseitigen, beachten wir, daß | ^ 1 über alle Grenzen 



wächst, wenn z gegen (im Falle c =^ 0) konvergiert. Wir fassen 

das unendlich Ferne der f -Ebene als einen Punkt f = cx) auf und 
ordnen ihn dem Punkt z = zu; desgleichen ordnen wir den un- 
endlich fernen Punkt ^ = cx) der <?- Ebene dem Punkte l = — der 

c 

^- Ebene zu. Ist aber c = 0, so wird nach (1) f mit z unendlich 
groß, dann entsprechen sich also die unendlich fernen Punkte beider 
Ebenen. Bei der so getroffenen Festsetzung gehört zu jedem Punkt 
der z- Ebene genau ein Punkt der Z- Ebene und umgekehrt. 

Zum näheren Studium der durch (1) bewirkten Abbildung der z- 
Ebene auf die f- Ebene betrachten wir die Kreise der z- Ebene, wobei 
wir die Geraden als Kreise mit unendlich großem Radius ansehen. Sind 
^i> ^a» ^zy ^i ^^^^ hintereinanderliegende Punkte auf einem Kreise der 
z- Ebene, so ist, wenn \z^ — Zi^\ = r^^^ gesetzt wird und a bzw. ß den 
Winkel zwischen den Strecken z^, ,,z^ und z^. ^ .z^ bzw. z^.» .z^ und 
z^. . .z^ bedeutet, 

h^^i __ J8i_ ^ia ^4 ~ ^i __ Jjil^ ^iß . 

da nun nach dem Satz von den Peripheriewinkeln über demselben 
Bogen a = ß ist, so ist das „DoppelverhäUnis*' 



(.2) 



^8 ^l . ^4 ^1 ''Sl ''49 



<2^3 ^2 ^4 ^i ''32 *'41 



positiv reell. Man rechnet nun leicht nach, daß durch die Sub- 
stitution 

die hnke Seite von (2) in das Doppelverhältnis J~ J : >- —J- über- 

geht; dieser Ausdruck ist also ebenfalls positiv reell, und da der 
Satz von den Peripheriewinkeln umkehrbar ist, so folgt hieraus, daß 
^1' ^3» ^3» ^4 ebenfalls auf einem Kreise liegen. Wir haben daher 
den Satz: 

Durch die lineare Transformation (l) gehen die Kreise der 
Z' Ebene wieder in Kreise der l^- Ebene über. Man sagt auch: die 
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durch eine lineare Funktion vermittelte Abbildung liefert eine Kreis- 
vetwandtschafL 

Die Auffassung des unendlich Fernen als eines Punktes wird 
erleichtert, wenn wir die ar- Ebene auf eine Kugel stereographisch pro- 
jizieren^), dabei wird der unendlich ferne Punkt der ^- Ebene etwa 
auf den Nordpol der Kugel abgebildet, und die Kreise einschließlich 
der geraden Linien in der Ebene entsprechen den Kreisen auf der 
Kugel. 




Fig. 92. 

Im folgenden ist es vorteilhaft, den Funktionswert f nicht als« 
Punkt einer zweiten Ebene, sondern als Punkt der z -Ebene selbst 
zu deuten. Durch (1) wird dann also die z-Ebene auf sich selbst 
abgebildet. Dabei sind diejenigen Punkte von besonderer Bedeutung, 
welche ihren Platz nicht ändern, die sogenannten Fixpunkte der 
linearen Substitution (1). Damit z ein Fixpunkt ist, muß 

az-^b 



z = 



CS t- d 



gelten; dies liefert für z die quadratische Gleichung 
(3) cz'^ + [d- a)z~b = 0. 



*) Siehe Abschn. I, Kap. 1, S. 9. 



18 



* 
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Ist a=- dy b = 0, c = 0, so liegt die „identische Substitution" 
^ = z vor, dann ist jeder Punkt Fixpunkt. Sehen wir fortan von 
diesem trivialen Fall ab, so hat (3) genau zwei einfache oder eine 
Doppelwurzel z; im Falle c = muß dabei z = oo als Lösung von 
(3) mitgerechnet werden. 

Zunächst nehmen wir an, die beiden Wurzeln ^^ und z^ von (3) 
seien endlich und voneinander verschieden. Dann geht jeder Kreis 
durch Zj^ und z^ bei der Transformation (1) in einen Kreis durch 
dieselben Punkte über, das gesamte Kreisbüschel K durch z^ und z^ 
also in sich. Wegen der Konformität der Abbildung geht dann auch 
die zu K orthogonale Kreisschar Ä' in sich über (Fig. 92). Wir unter- 
jscheiden drei Möglichkeiten. 

1. Jeder Kreis von K geht in sich selbst über. Dann liegen also 
die Bilder der Schnittpunkte eines festen Kreises von K mit den 
Kreisen von K' wieder auf diesem Kreise; man kann die Kreise 
von K als die „Bahnen" ansehen, auf denen die Punkte der Kreise 
von K' nach ihren Bildpunkten wandern. Eine solche Transformation 
heißt hyperbolisch. 

2. Jeder Kreis von K' geht in sich selbst über. Dann sind die 
Kreise von K' Bahnkurven für die Punkte der Kreise von K. Die 
Transformation heißt elliptisch. 

3. Weder jeder Kreis von K noch jeder Kreis von K' geht in 
sich selbst über. Dies ist der allgemeine Fall; die Transformation 
heißt loxodromisch. 

Wir wollen nunmehr Normalformen dieser drei verschiedenen Arten 
von Transformationen aufstellen. Es seien z^ und z zwei Punkte auf 
einem Kreise durch die Fixpunkte z^, z.^ und fg, C ihre Bildpunkte. 
Die Bilder der Fixpunkte sind ^^ ==- ^^ , f ^ = z^ selbst. Nach dem 
oben über das Doppelverhältnis Gesagten ist also 

( 4 ) /_7L^i_ ■ *tZ-^ = ^~^i . ^3 •" Ci_ __ .^J~.^i . ^a ~ -^1 

^ ^2 ^8 ^« » »2 ^8 ^2 » ^8 'S ^"i 

Im Falle einer hyperbolischen Substitution liegen nun z^, z^, z^, Cz 

^ ' , z z ^ z 

auf einem Kreise, also ist das Doppel Verhältnis .' ."• / — ;:- eine 

■^8 *« »8 ~8 

reelle Konstante a + und 

(5) LrJ±^a-i-^ (a reell); 

und umgekehrt folgt aus (5) für reelles a + ö, daß der Bildpunkt f 
von 5: auf dem Kreise durch z^, 2:3, z liegt, daß (5) also hyperbolisch ist. 

Im Falle einer elliptischen Substitution gilt nach dem bekannten 
elementargeometrischen „Satz des Apollonius" 



(6) 



I * 



" ' I t —Z 
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also 

(7) 1=J=.,<..|^ (y reell); 

und umgekehrt folgt aus (7) über (6), daß f und z auf einem zum 
Kreisbüschel durch z^ und z^ orthogonalen Kreise liegen, daß (7) also 
elliptisch ist. 

Im Falle einer allgemeinen (loxodromischen) Substitution gilt 
schließlich nach (4) 

(8) i-^ = « |=i| , [a nicht reell, j « | + l); 

darin ist die von verschiedene Zahl a weder reell, noch vom ab- 
soluten Betrag 1, da sonst (8) in (5) oder (7) übergehen würde. 

Die Fctmeln (5), (7), (8) sind die Noi malformen der hyperbolischen, 
elliptischen, loxodromischen Substitution. 

Liegt einer der Fixpunkte, etwa z^, im Unendlichen, so schreiben 

wir (8) in der Gestalt z — 2:, — a(f — z^)^ und lassen hierin z 

unendlich groß werden; dann erhalten wir offenbar 

je nachdem hierin a reeU 4= ^ ^^^^ 1 ^ I = ^ ^^^^ ^ nicht reell und 
a| + l ist, haben wir die Notmalfoim der hyperbolischen, ellipti- 
schen, loxodromischen Substitution mit einem unendlich fernen Fix- 
funkt. Im ersten Fall liegt eine Streckung der Ebene vom Punkte z^ 
aus vor, die Schar der konzentrischen Kreise um z^ geht in sich 
über, die Geraden durch Zy^ gehen einzeln in sich über; im zweiten 
Fall hat man eine Drehung der Ebene um z^, wobei die konzentri- 
schen Kreise einzeln in sich übergehen; der dritte Fall liefert eine 
sog. Drehstreckung. Bei ihr geht ein System logarithmischer Spiralen, 
sogenannter „Loxodromen", um den Punkt z^ in sich über, wovon 
der Name loxodromische Substitution herrührt. 

Fallen schließlich die beiden Fixpunkte z^ und z^ zusammen, so 
spricht man von einer parabolischen Substitution; liegt der Fixpunkt z^ 
im Endlichen, so ist ihre Normalform 

i^^^^ + h ,6 + 0), 

ist aber z^ = 00, so hat sie die Gestalt 

(9) z^C + b [b^O). 

Die parabolischen Substitutionen lassen sich als Grenzfälle der 
oben betrachteten Substitutionen mit zwei Fixpunkten auffassen; man 
braucht dazu nur z^ geradlinig gegen ^^ rücken zu lassen. Dann geht 
das Kreisbüschel K durch z. und z^ über in ein solches Büschel, 
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dessen sämtliche Kreise einander in z^ berühren, und das Büschel /v' 
in das dazu orthogonale durch z^ (siehe Fig. 93, S. 281). 

. Im Falle z^ = oo ist K eine Schar paralleler Geraden, K' die 
dazu orthogonale Schar paralleler Geraden, die Transformation ( 9 » 
eine einfache Translaiion. 

In der Gleichung (1) sind nur drei Konstanten wesentlich, denn 
fl, by c, d können offenbar mit demselben von verschiedenen Faktor 
multipliziert werden, ohne daß die lineare Funktion sich ändert; also 
hängt die allgemeine lineare Transformation von drei willkürlichen 
Konstanten ab. Schreibt man vor, daß durch ( 1 ) drei beliebig gegebene 
Punkte (imd der Kreis durch dieselben) der ^- Ebene in drei andere 
beliebig gegebene Punkte (und den Kreis durch sie) der ^-Ebene 
übergehen sollen, so liefert dies drei lineare homogene Gleichungen 
für a, by c, d, die sich bekanntlich stets lösen lassen. Ehe wir aber 
zu Beispielen übergehen, wollen wir einen nachher nötigen Hilfssatz 
ableiten. 

Es sei K ein Kreis vom Radius r um einen Punkt M. Dann 
versteht man unter dem Spiegelpunkt eines Punktes P in be- 
zug auf diesen Kreis denjenigen Punkt P' des Strahles PM, für 
welchen 

MP'MP' = r^ 

ist; fällt P mit M zusammen, so bedeutet P' den unendlich fernen Punkt ; 
ist umgekehrt P der unendliche ferne Punkt, so bedeutet P' den Punkt AI. 
Wir benutzen diese Ausdrucksweise auch, wenn K in eine gerade 
Linie ausartet; dann liegen P und P' symmetrisch in bezug auf diese. 
Man kann den Prozeß der Spiegelung an einem Kreise, den man 
auch Transformation durch reziproke Radien nennt, folgendermaßen 
analytisch darstellen: Wir ordnen, indem wir der Einfachheit halber 
den Einheitskreis als Spiegelkreis wählen, dem Punkte ar = re*T den 

Punkt ^ --- —e^^ zu, was wir auch durch die Gleichung 

ausdrücken können. Gemäß der Bemerkung am Schluß von § 2 ist 
also die Transformation durch reziproke Radien eine konforme Ab- 
bildung mit Umlegung der Winkel. 

Nun gilt folgender Satz: 

Sind z und z' Spiegelpunkte in bezug auf einen Kreis K, so sind 
bei linearer Transformation die Bilder f und C von z und z' Spiegel- 
Punkte in bezug auf den Bildkreis K. 

Nach einem bekannten Satze der elementaren Geometrie sind 
nämlich alle Kreise durch z und / orthogonal zu ÜC, und umgekehrt 
sind zwei Punkte Spiegelpunkte voneinander in bezug auf einen 
Kreis K, wenn alle Kreise durch sie auf K senkrecht stehen. Nun 
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geht aber die zu K orthogonale Kreisschar durch z und z' über in 
eine zu K orthogonale Schar durch f und ^; folglich sind, wie zu 
beweisen war, f und ^' Spiegelpunkte in bezug auf K. 

Als erstes Beispiel suchen wir alle linearen Funktionen y welche 
die obere Halbebene, ^z>0, auf das Innere des Einheitskreises, 
j C| < 1 , abbilden. Der Spiegelpunkt irgendeines Punktes z in bezug 
auf die reelle Achse ist der konjugierte Punkt z. Der Spiegelpunkt 
irgendeines Punktes ^ in bezug auf den Einheitskreis ist der 

Punkt , so daß f = den Spiegelpunkt oo hat. Wenn die Funktion 



f = 



az-\-h 
cz -\-d 



die gesuchte Abbildung vermittelt, so muß c + sein, da sonst die Ge- 
rade g^ = nicht in den Kreis | f | = 1 übergehen könnte, f = cx) geht 

daher in den endlichen Punkt z == über, f=Oinz= . 

c a 



Also sind und 

c 



konjugiert komplex, so daß wir 



-L^ß, __^. = ^, 






(a + 0, ß nicht reell) 



setzen können. 
Einheitskreises 



Der reelle Punkt z = muß in einen Punkt des 
f I = 1 übergehen, woraus sich 

"ß 



a 

c 



-ß 



a 
c 



= 1, 



= e 



tt 



(r reell), 



(10) 



. z-ß 

= e*' — " 

z^ß 



ergibt. Da z = ß in f = transformiert wird und die obere Halb- 
ebene in das Innere des Einheitskreises übergehen soll, muß der 
imaginäre Teil von ß positiv sein. Die Funktion (10) leistet unter 
dieser Bedingung wirklich die gesuchte Abbildung; denn zunächst folgt 
aus (10) für reelle z die Gleichung 

?• — . " ' — 1 

S» I — X I — ^ f 



z^ß 

so daß die reelle 2:- Achse in den Einheitskreis übergeht; ferner geht 
ein Punkt (nämlich ß) der oberen Halbebene in das Innere von 
I C| = 1 über, also aus Stetigkeitsgründen die ganze obere Halbebene 
in das ganze Innere des Einheitskreises. Daß in (10) drei reelle 
Konstanten r, JR/8, ^ß willkürlich sind, entspricht der Tatsache, daß 
man noch drei Punkten der reellen Achse drei beliebige Punkte des 
Einheitskreises zuordnen kann. Ist der imaginäre Teil von ß nega* 
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tiv, so wird die obere Halbebene auf das Äußere des Einbeitskreises 
abgebildet. 

Als zweites Beispiel suchen wir alle linearen Ttansformationen des 
Einheitskreises in sich selbst. Den Spiegelpunkten f = und f = oo 

müssen Spiegelpunkte z = a und z = — entsprechen; genau wie oben 

folgt daraus 

Für 2=1 muß I f I = 1 sein, also 

I 1-a 



= I y| = 1, y = e*' (t reell), 

(11) C = ."^"^. 



Damit ferner das Innere von ^ z\ == 1 in das Innere von I f ' = i 
übergeht, muß speziell der Punkt 2 = in einen inneren Punkt von 
]f I = 1 übergehen; daraus folgt die Bedingung !«j < 1. Umgekehrt 
liefert (11) unter dieser Bedingung die gesuchte Abbildung, denn 
irgendein Punkt z vom absoluten Betrage 1 geht über in 



l^^,ir±Z^^-e^r 1— - 



2—1 l — az 



also einen Wert ^ vom absoluten Betrage 1; ferner geht aus Stetig- 
keitsgründen das ganze Innere von 1 2 ! = 1 in das ganze Innere von 
I C| = 1 über. 

Als letztes Beispiel wollen wir ohne Ausführung dös Beweises 
für die Drehungen der Kugel eine analytische Darstellung angeben. 
Wir denken uns die 2:- Ebene stereographisch auf die Kugel proji- 
ziert, die Kugel um irgendeine Achse durch irgendeinen Winkel ge- 
dreht und dann ihre Punkte wieder stereographisch auf eine f- Ebene 
projiziert. Es läßt sich leicht zeigen, daß jede solche Abbildung der 
Z' Ebene auf die C- Ebene durch eine lineare Funktion der Form 

qz-'p 

geliefert wird und daß umgekehrt jeder solchen linearen Funktion eine 
Kugeldrehung entspricht. 

Im vorhergehenden haben wir uns zur Veranschaulichung der 
linearen Transformation der Orthogonalkreise durch die Fixpunkte 
bedient. Man kann nun an deren Stelle auch das System der Paral- 
lelen u ^^ konst., V = konst. zu den Achsen des Reellen und Imagi- 
nären der C-Ebene betrachten. Die Geraden u = konst. sind Kreise 
durch f = cc, welche sich unter dem Winkel schneiden, das- 
selbe gilt von dem orthogonalen System v = konst. Die Bilder von 
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u = konst. in der -?- Ebene sind dann einander berührende Kreise 

durch 2 = , die Bilder von v = konst. die dazu orthogonale Schar 

c 

(vgl. Fig. 93). 




Fig. 93. 



§ 2. Singularitäten und Kreuzungspunkte. 

Für das Wesen der analytischen Funktionen sind gerade die- 
jenigen Stellen entscheidend, in welchen sie sich nicht mehr regu- 
lär verhalten, die „singuläten Punkte*' bzw. die sonstigen Punkte, in 
denen die Konformität der Abbildung verloren geht. Wir wollen 
uns hier an der Hand von typischen Beispielen mit den einfachsten 
Fällen dieser Punkte beschäftigen. 

Wir betrachten zunächst die logarithmische Singularität, Nach 
Kap. 2, § 4 gilt die Gleichung 

^ = lgz = \gr + i(p, 
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wenn z = r (cos q> -{- i sin (p) = re^*^ gesetzt ist. Läßt man die positive 
Zahl r gegen rücken, so wird Igt negativ unendlich; der Punkt 
-8: == ist also eine singulare Stelle der Funktion Igz. Setzen wir 
^ = u -\- iv, so erhalten wir eine Abbildung der ^- Ebene auf die 
f- Ebene, bei welcher das Polarkoordinatensystem r, tp der ersten 
Ebene in das rechtwinklige Koordinatensystem der u, v übergeht; 
und zwar entsprechen den Kurven u = konst. konzentrische Kreise 
mit dem Radius r, den Kurven v == konst. die Strahlen durch den 
Nullpunkt der ;?- Ebene mit der Neigung <p. Näheres über die Ab- 
bildung werden wir sogleich in § 6 kennen lernen. 

Wir betrachten die Kurven q) = konst. als Bahnkurven, die Kreise 
r = konst. als Niveaulinien einer Flüssigkeitsströmung in der z- Ebene; 
dann ist die Strömungsgeschwindigkeit (welche ja radial gerichtet ist) 

definiert durch — = — . Bezeichnen wir diese Geschwindigkeits- 
komponente mit t)^, so wird nach Kap. 1, § 2 die Menge der in der 
Zeiteinheit aus einem Kreise C vom Radius ;' ausströmenden Flüssig- 
keit durch das über die Peripherie dieses Kreises erstreckte Integral 

/l 
t>^ds, d. h. aber wegen 0^=--, ds==rdq> durch den Aus- 
c '' 

druck Q z= 2jt gegeben. Der logarithmische Unstetigkeitspunkt stört 

also die Quellenfreiheit unseres Strömungsfeldes; er stellt, wie man 
sagt, eine Quelle von der Ergiebigkeit 2;7i dar. Die Flüssigkeit strömt 
vom Nullpunkt radial ins Unendliche; dort befindet sich eine „Senke^^ 
der Strömung. Um dies besser zu verstehen, denken wir uns den 
unendlich fernen Punkt durch eine lineare Transformation ins End- 
liche gebracht, indem wir etwa setzen 



f z z^ 



Z ^= r , Z -^ 



2 - 1 ' " ~ z'-i' 

woraus sich 

C = lg^ = lg/-lg(/-i) 

ergibt. Setzen wir allgemein 

t: = \g{z — z^ — \g{z — z^)=^ u + iv {z^ + z^, 

so wird der Punkt Zq ein Quellpunkt und der Punkt z^ ein ent- 
sprechender Senkpunkt von der „Stärke" 27i sein; in der Tat, setzen wir 

z — Zq = r^e^'T^y -2: — ^1 = rj ^'^^ 
so wird 

« = lg^, v = q)Q — (p^, 



^1 



Die Stromlinien v = konst. werden also nach dem elementar- 
geometrischen Satze über die Peripheriewinkel im Kreise von den 
Kreisen des Kreisbüschels K durch Zq und z^ gebildet, während die 
Niveaulinien « ^ konst. mit den Kreisen des orthogonalen Kreis- 
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büschels K' identisch sind. Es ergibt sich also genau dieselbe 
Fig. 92, wie wir sie bei der Theorie der linearen Funktionen S. 275 
erhalten haben. 

Statt die Kurven v = konst. als Strömungslinien und u = konst. 
als Niveaulinien zu betrachten, hätten wir auch umgekehrt die Flüssig- 
keit in den Kreisen ÜC' strömen lassen können. In dieser Auffassung 
würde dann der Punkt Zq als ein y,Wirbelpunkt'' mit der Wirbel- 
stärke 2 TZ erscheinen, der Punkt z^^ als ein Wirbelpunkt mit der 
Stärke — 27r. 




Fig. 94. 



Aus der logarithmischen Singularität erhalten wir weitere Singu- 
laritäten durch Grenzübergang. Wir betrachten die Funktion 

1& (z + h) — lgz 



C = 



(Ä > 0), 



welcher in den Punkten —h und je eine Quelle bzw. Senke der 

Ergiebigkeit -r- entspricht. Lassen wir h gegen Null rücken, so er- 

h 

halten wir die Funktion f = — . Wir sagen, die Funktion f = - be- 

z z 

sitzt in jj = einen Pol erster Ordnung oder einen einfachen Pol. 
Wir können diesen auffassen als die Vereinigung einer Quelle und 
einer Senke mit entgegengesetzt gleicher über alle Grenzen wachsen- 
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der Ergiebigkeit. Man spricht daher von einer „Doppelquelle'' ^y Durch 
Zusammenrücken mehrerer Doppelquellen erhalten wir Pole höherer 
Ordnung vom Typus 



''- z' 



( w = 2 , 3 , . . . j . 



Geometrisch erhalten wir für das Bild der Kurven u = konst. bzw. 
t; •-= konst. in der Umgebung eines einfachen Poles genau das Bild der 
Fig. 93, d. h. zwei zueinander orthogonale Kreisscharen, deren jede im 
Pole eine gemeinsame Tangente besitzt. Entsprechend kompliziertere 
Figuren erhalten wir für Pole höherer Ordnung; z. B. Fig. 94 für 
n = 2 . Wenn die analytische Funktion allgemeiner ' die Form 

— + ^ (z) besitzt, wo (p (z) in der Umgebung der Stelle z = regulär 

bleibt, so werden unsere Figuren in einer hinreichend kleinen Um- 
gebung dieser Stelle noch immer den Verlauf der Kurven u = Cy 
V = c mit beliebig großer Annäherung darstellen; d. h. diese Kurven 
werden z. B. im Falle n = 1 bei hinreichend großen absoluten Werten 
von c geschlossen vmd annähernd kreisförmig sein und sich sämtlich 
gegenseitig berühren wie oben. Allgemein sagen wir, eine Funktion ; 
besitzt in Zq einen Pol n^^ Ordnung, wenn sie sich in der Umgebung 
von Zq in der Gestalt 

C = T-^n + -r-—\n I + • . • + -^^ + (P{Z) K + 0) 

darstellen läßt, wo qp(z) eine in Zq reguläre Funktion bedeutet. 

Zu weiteren ausgezeichneten Punkten führt uns die Frage nach 
den Stellen, in welchen die Ableitung — verschwindet. In diesen 

a z 

Punkten gilt unser Satz von der Konformität der Abbildung nicht mehr. 
Wir wollen einen Punkt a, in welchem die Funktion ^' = f (z) eine 
n -fache Nullstelle besitzt, d.h. sich in der Form 



C'^{z~ «)" f-^^^ {i+b{z-a) + ...} (/•("+» (a) + 0^ 



darstellen läßt, einen n- fachen Kreuzungspunkt nennen. Dann gilt 
der Satz: Die Winkel y welche von zwei Kurven durch einen n- fachen 
Kreuzungspunkt gebildet werden, multiplizieren sich bei der Abbildung 
auf die J^- Ebene mit n-\-l', d. h, die entsprechenden Kurven bilden 
einen (« -p 1) mal so großen Winkel miteinander. 

In der Tat, seien 

z^=^ a-]- r^ ß»>s ^2 = ^ + ^2 ^*'^' 

*) In der Physik auch „Dipol" genannt. 
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zwei Punkte in der Nähe von a, 

ihre Bildpunkte in der f- Ebene und ^(, = ^{a). dann wird 
^*füi')""^''_:;:*M-_'~--:(;i([™+iHTi-»-tt-(*.-*,i) — 1. 



Lassen wir nun r,, r, so gegen' Null konvergieren, daß die Winkel 
tp,, (p^ dabei fest bleiben, so strebt der Quotient in der Klammer 
gegen 1 , und es ergibt sich weiter offenbar 

lim (<^, - <PJ = (m + 1 ) (y, - 9.,) , 
womit die Behauptung bewiesen ist. 

Geometrisch wird ein solcher Kreuzungspunkt für die Fälle m — 1, 
«=2 durch die nebenstehenden Fig. 95 und 96 erläutert. Bei einer 
Flüssigkeitsbewegung ist ein Kreuzungspunkt, auch „Staupunkt" ge- 
nannt, ein solcher, nach dem die Flüssigkeit von verschiedenen Rich- 
tungen her hinströmt und in welchem die Geschwindigkeit Null herrscht. 

'} Bei geeigneter Festsetzung llber das noch verfügbare Multiplum 
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Im Kreuzungspunkt stehen die Kurven u = konst., v = konst. 
nicht mehr aufeinander senkrecht, sondern die einen halbieren die 
Winkel zwischen den andern. 

Wir werden im § 4 die konforme Abbildung durch die Funktion z^ 
in der Umgebung eines Kreuzungspunktes näher studieren und da- 
durch zu dem korrespondierenden Begriffe des VetzweigungspunkteSy 
als einem weiteren wichtigen Typus der singulären Stellen gelangen. 

§ 3. Verhalten der Funktionen im Unendlichen^}. 

Die Einführung des unendlich fernen Punktes der Ebene und 
seine Veranschaulichung durch Übergang zur Zahlenkugel legt es 
nahe, auch das Verhalten der analytischen Funktionen im Unendlichen 
zu definieren. Wir nennen zu diesem Zwecke die Gesamtheit aller 
Punkte der 2r-Ebene, welche außerhalb einer einfach geschlossenen 
Kurve C, z. B. außerhalb eines Kreises mit beliebig groß wählbarem 
Radius liegen, eine „Umgebung des Punktes oo*^. Durch die Trans- 
formation z' = — geht diese Umgebung B in eine Umgebung B* des 

Nullpunktes der 2: '-Ebene über; jede für alle endlichen Werte z von 
B definierte und dort reguläre analytische Funktion f{z) geht dabei 
über in eine analytische Funktion 



^(0 = /-(rJ. 



welche überall in B' außer im Nullpunkte z' = definiert ist. Wir 
charakterisieren nun das Verhalten von 'f{z) im Punkte z = cx) durch 
dus Verhalten der Funktion (p{z') im Punkte 2:' = 0. Insbesondere 
sagen wir, die Funktion f{z') sei im Punkte 00 regulär, wenn durch 
Zuweisung eines geeigneten Funktionswertes (p[0) die Funktion q>{z') 
auch noch im Nullpunkte als reguläre Funktion definiert werden kann. 
Wir sagen ferner, f{z) besitzt im Punkte 00 einen Pol «^' Ordnung 
oder eine logarithmische Singularität, wenn dasselbe für 9?(xr') im 
Punkte z' =0 gilt. 

W^enn f{z) f ür z = 00 regulär ist, so muß die Ableitung (p {z') 
für z' = existieren und stetig sein; das heißt aber, es muß 



dz' 



--nz)l,=-f{z)z 



bei Grenzübergang zu 2=^00 einem bestimmten Grenzwert zustreben; 
wir können dies so ausdrücken, daß wir sagen: Die Ableitung einer 
für z = 00 regulären Funktion f(z) verschwindet für unendlich große' 
Werte von z mindestens in der zweiten Ordnung, 

^) Vgl. die entsprechenden Ausführungen im 1. Abschnitt. 
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Hieraus liehen wir eine an späterer Stelle zu benutzende Folge- 
rung. Setzen wir f(z)-=u-\- iv, so dürfen wir, wenn f(z) in z = oo 
regulär ist, das Integral 

;; I r (<) i'i'iy -SS« +'»;) «f« 'y =SS(«: + «:) ''""> 

unbedenklich über ein Gebiet B erstrecken, welches den Punkt oo im 
Inneren enthält; ja wir dürfen sogar dieses Integral auf Grund der 
Greenschen Formel (3a) in Kap, J, § 1 in die Gestalt des Rand- 
integrales 

c 
setzen; wir erkennen dies sofort, indem wir aus dem Gebiet B zu- 
nächst durch ^nen Kreis mit hinreichend großem Radius R den un- 
endlich fernen Punkt ausschneiden, die Greensche Formel auf den 
so entstehenden mehrfach zusammenhängenden Bereich anwenden und 
schließlich Ä über alle Grenzen wachsen lassen, wobei das Integral 
über diesen Kreis gegen Null strebt. 

Durch die Betrachtungen und Festsetzungen dieses Paragraphen 
ist die Ausnahmestellung des unendlich fernen Punktes beseitigt. 

§4. Die Funktion ;=«". 

Wir betrachten zunächst die Funktion 

u + iv = C^z^ = ix + iyy. 
Es wird u = x* — y', v = 2xy; d. h. den Geradenscharen m = konst,, 
II ^= konst entsprechen die gleichseitigen Hyperbeln a:' — y' = konst.. 



2;i;y ^ konst.; diese beiden Scharen sind überall orthogonal außer 
im Nullpunkt, wo sie sich unter 46 Grad schneiden, entsprechend der 
Tatsache, daß z=0 ein einfacher Kreuzungspunkt ist (siehe Fig. 95). 
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Setzen wir umgekehrt x = c, so folgt v* = 4c'(c* — «), ebenso 
folgt aus y^c. die Gleichung u' = 4c*{m-|-c*): d. h. den Geraden 
X = konst. und y =^ konst. der %y-Ebene entsprechen in der ui'-Ebene 
die beiden zueinander orthogonalen nach rechts bzw. links geöffneten 
Scharen konfokaler Parabeln (Fig. 97). 

Endlich wollen wir noch feststellen, wie ein Polarkoordinateaneti 
der »y-Ebene in der «u-Ebene abgebildet wird. Wir betrachten zu- 
nächst Polarkoordinaten r, ip um -den Nullpunkt; setzen wir 
Z'r=re'i', ^ = ee'", so wird §=;»', &=^2(p. 
Die Schar der konzentrischen Kreise r = konst. geht also wieder in 
konzentrische Kreise r^ = konst. über, die Winkel (p werden dabei 
verdoppelt. Laßt man (p bei festem r von bis 3n laufen, so wandert 9 
monoton von bis 4?i, der Bildpunkt f durchläuft also den Kreis 
r'^ = konst. zweimal, wenn z den entsprechenden Kreis einmal durch- 
läuft. Somit entsprechen einem Werte von ^ zwei Werte von z; 
d. h. ^ = V^ ist eine zweideutige Funktion von ^. 

Um diese Verhältnisse zu veranschau- 
lichen, denkt man sich die f-Ebene in 
zwei Exemplaren, zwei „Blättern" überein- 
andergelegt. Man führt dann in beiden 
Blättern von C = bis f = c» kongruente 
Schnitte, etwa über die positive reelle 
Achse, und heftet die vier entstehenden 
„Scknittujer" kreuzweise aneinander, ohne 
sich durch die hierfür nötigen Selbstdurch- 
dringungen stören zu lassen (s. Fig. 98). 
Der zweimal zu durchlaufende Kreis der 
gewöhnlichen z- Ebene geht auf dieser 
— zusammengehefteten Fläche in einen ein- 

Rg, 98. mal zu durchlaufenden Doppelkreis über. 

Die Bilder der Punkte 
z = re'''' und — z=^re'^''*'''*, 

d.h. der Werte VC und — Vf, werden jetzt durch Punkte verschie- 
dener Blätter repräsentiert, obwohl 2' = ( — z)* ist. Diese zweiblätt- 
rige Fläche ist das einfachste Beispiel einer .,Riemannschen Fläche-'. 
Ihre Bedeutung besteht darin, daß die Abbildung der z-Ebene auf die 
zweiblätirige Ä»efftan«sche Fläche eindeutig umkehrbar wird, während 
dies bei der Abbildung auf die gewöhnliche f-Ebene nicht der Fall ist. 
Das Bild t — des Kreuzungspunktes z = heißt ein Windungspunkt 
oder V etzweigungspunkt erster Ordnung der Riemannschen Fläche oder 
auch ein einfacher Verzweigungspunkt der Funktion z-^VC- In der 
Umgebung dieses Verzweigungspunktes ist es nicht möglich, den 



§ 4. Die Funktion ^ = 2". 
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Werten f auf eindeutige Weise Funktionswerte z zuzuordnen, wohl 
aber den Punkten der Riemannsch^n Fläche. Der Verzweigungspunkt 
ist eine singulare Stelle. 

Wir wollen noch die Abbildung des Polarkoordinatennetzes der 
C-Ebene um den Punkt f = 1 studieren. Die konzentrischen Kreise 
sind durch die Gleichung 

(1) |f-lj=c>0, 

die radialen Strahlen durch 

f-1 



(2) 

gegeben. Aus (l) folgt 



= Ä«»> 



C-1- 



(y reell) 



.3 



z'-l ^ Z--1 



l\ = c; 



für das Bild eines Kreises (l) ist also das Produkt der Abstände der 
Bildpunkte von den Punkten + 1 und — 1 der ar-Ebene konstant 





Fig. 99. 

gleich c; diese Bildkurven sind also konfokale Cassinische Kurven (Lem- 
niskaten) mit den Brennpunkten -j- 1 und — 1 . Je nachdem c > 1 
oder c < 1 ist, besteht die Lemniskate aus einem Zuge oder zwei 

Zügen. Für c = 1 haben wir die Lemniskate mit Doppelpunkt. 

» 

Aus der Gleichung (2) für einen radialen Strahl des Polar- 
koordinatensystems erhalten wir, indem wir 



z — 1 « . z 4-1 

z-1 * J-fl 



= ä2»>. 



setzen, die Gleichung /i + y^ = y- Die Zahlen y^ und y^ sind aber 
die Winkel, welche die Strecken ;?...! und z... — 1 mit der reellen 
Achse der z- Ebene bilden. Der Bildpunkt des Punktes z durchläuft 
also gemäß der Bedingung y^ + ^2 ^ / ^^^ ^^^ ^^^ Schnittpunkte 
zweier kongruenter, aber gegenläufiger Strahlenbüschel mit den Mittel- 



Hurwitz-Courant, Funktlonentheorie. 
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punkten in -j- 1 ^^^ ~ IJ dieser Ort ist bekanntlich eine gleich- 
seitige Hyperbel, welche durch die beiden Punkte + 1 "^^ ~" ^ 
hindurch geht. Wir erhalten so als Bild des Polarkoordinatennetzes 
die Figur 99. 

Dem Leser mag es im einzelnen überlassen bleiben, den Verlauf 
der konformen Abbildung durch die beiden Blätter der Rietnannschen 
Fläche hindurch zu verfolgen. 

In genau entsprechender Weise wie oben läßt sich nun die Potenz 
C = z^ für einen beliebigen ganzzahligen positiven Exponenten n und 
deren Umkehrfunktion untersuchen. Die zugehörige Riemannscht 
Fläche besitzt n Blätter und hat einen Windungspunkt (« — l)**' Ord- 
nung in f ==0 und übrigens auch für f = oo. Die Umkehrfunktion 

z==yC besitzt für f = einen («—!)- fachen Verzweigungspunkt. 



§5. Die Funktion S = ^(« + ^). 

Setzt man wieder z = re^^, so folgen für die Funktion 

die Gleichungen 

2u = \f -\ — j cos q), 2v = ir j sin 9? . 

Durch Elimination von 99 ergibt sich 

«" ü' 1 

(■) (^•+(Zrf-'- 

Bei der Abbildung der jj-Ebene auf die ^-Ebene gehen also die 
konzentrischen Kreise r = konst. in die konfokalen Ellipsen (1) mit 

den Hauptachsen r -\ — und r und der Exzentrizität 1 über. 

Da wir bei Vertauschung von r mit -r- dieselbe Ellipse erhalten, so 
ergibt sich jede Ellipse als Bild zweier verschiedener am Einheits- 
kreise r = 1 spiegelbildlich sich entsprechender Kreise r = c, — =^ f . 

Für f = 1 reduziert sich die Ellipse auf das doppelt durchlaufene 
Stück — 1 ^ « ^ + 1 der reellen Achse. Es wird dabei sowohl das 
Innere als das Äußere des Einheitskreises auf die volle f -Ebene ab- 
gebildet, welche längs der Strecke — 1 ^ w ^ + 1 aufgeschnitten zu 
denken ist. Genau so erhalten wir als Bilder der Geraden 93 = konst 
die konfokalen zugehörigen Hyperbeln der f- Ebene (Fig. 100). 



§ 6. Log'arithmus und Exponentialfunktion. 
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Um diese Abbildung umkehrbar eindeutig zu gestalten, benutzen 
wir wieder das Hilfsmittel der Riemannschen Fläche. 

Wir denken uns zwei übereinanderliegende Exemplare der f -Ebene, 
schneiden jedes längs der Geraden von ^ ^^ — 1 bis ^ = -\- l auf, 
und heften die vier Ränder kreuzweise aneinander; so erhalten wir 
eine zweiblättrige Riemannsche Fläche, deren eines Blatt auf das 
Innere, deren anderes auf das Äußere des Einheitskreises der z- Ebene 
konform abgebildet ist, so daß zwischen den Punkten der 2: -Ebene 





Fig. 100. 

und der Fläche eine umkehrbar eindeutige Beziehung besteht; die 
Umkehrfunktion z =^ ^ -\- Vf* — l ist also auf der Fläche eindeutig, 
während sie in der f- Ebene zweideutig wird. In den Punkten ;?= ± 1 

verschwindet die Ableitung f=— M -j, was der Tatsache ent- 
spricht, daß die Punkte Kreuzungspunkte, ihre Bilder t =^ ± 1 einfache 
Verzweigungspunkte der Rietnannschen Fläche werden. 

Es sei ferner auf das Bestehen der Relation 



— 1-V 

z i-l V 



:-l 



z ri • C-f 1 

hingewiesen, welche den engen Zusammenhang unserer Abbildung 
mit der von § 4 aufdeckt. ' 

§ 6. Logarithmus und Eicponentialfunktion. 

Wir haben bereits früher in Kap. 2, § 4, den Logarithmus durch 
die Gleichung 

'dt 



ig-/^^ 



definiert, und dabei erkannt« daß diese Funktion nur bis auf ein be- 
liebiges additives Multiplum von 2 71t bestimmt ist. Führen wir näm- 

19* 
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lieh längs der negativen reellen Achse einen Schnitt von ^ = nach 
z = oo, so gelangen wir von einem Schnittufer zum anderen, indem 
wir den Nullpunkt in positivem oder negativem Sinne umkreisen; 
dabei vermehrt bzw. vermindert sich der Funktionswert um 2 Tri. über- 
schreiten wir, positiv umlaufend, den Schnitt, und wiederholen den 
Umlauf, so haben wir an den nämlichen Punkten überall um 2jij 
vermehrte Werte von Ig^. Wir denken uns nun ein zweites Exemplar 
der aufgeschnittenen Ebene über das erste gelegt, indem wir das 
obere Schnittufer der ersten mit dem unteren Schnittufer der zweiten 
Ebene vereinigt denken, und fahren so in infinitum fort; analog heften 
wir an das untere Ufer des Ausgangsblattes das obere eines neuen, 
unter das erste zu legenden Blattes usw. Es entsteht so ein Gebilde, 
ähnlich einer unendlichen Schraubenfläche, welches unendlich viele 
Blätter besitzt und die Riemannsche Fläche des Logarühmus heißt. 
Dabei werden die Punkte und cx) Vetzweigungspunkte oder Windungs- 
punkte unendlich hoher Ordnung, da in ihnen unendlich viele Blätter 
zyklisch zusammenhängen. 

Aus den Gleichungen j? = r^*>, C = « + *v = lgf + *9^> tt = lgr, 
V = (p des Kap. 2, § 4, folgt für ein festes Blatt der Riemannschen 
Fläche, in welchem der Winkel (p von — n bis -\- n variiert, daß 
dieses Blatt durch die Funktion lg z auf einen unendlichen Parallel- 
streifen — 71 ^ V ^ + TT der ^- Ebene umkehrbar eindeutig abgebildet 
wird, wobei die beiden Schnittufer den Randgeraden v=— jr, t;=-|~,-7 
entsprechen; während der Winkel q? monoton bei festem r von — tt 
bis -j- n wächst, bewegt sich der Bildpunkt monoton auf einer Geraden 
u = \gr zwischen den Randgeraden v == — n, v = -{- n; wenn r von 
bis 4" ^^ monoton wächst, bewegt sich bei festem q? der Bildpunkt 
von negativ unendlich großen Werten von u zu positiv unendlich 
großen Werten von u auf einer Geraden v = q). Die gesamte un- 
endlich-vielblätterige Riemannsche Fläche wird also umkehrbar ein- 
deutig auf die volle f -Ebene abgebildet, wobei äquivalente, d. h. über- 
einanderliegende Punkte der Fläche in- solche Punkte der f- Ebene 
abgebildet werden, für welche der Unterschied der «-Koordinaten 
Null, der Unterschied der v- Koordinaten ein Multiplum von 2ji ist 

■ 

Das Additionstheorem des Logarithmus 

ergibt sich sofort allgemein für komplexe Werte der Variablen aus 
der Transformation 

1 1 «X 1 l 
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Wir hatten die Umkehrfunktion des Logarithmus, die j,Exponential- 
funktion", mit z = e^ bezeichnet; sie ist für alle endlichen Werte von 
C definiert. Der Vieldeutigkeit des Logarithmus entsprechend, besitzt 
sie die Periode 2 Tri, d.h. sie genügt der Gleichung 

^C+2«i^^C, ^a^»*= 1, 
und allgemein folgt aus (l) die Relation 

Da der Nullpunkt der z- Ebene in den unendlich fernen Punkt 
der f-Ebene transformiert wird, so verschwindet ^ für keinen end- 
lichen Wert von C'> die Exponentialfunktion ist die einfachste nicht 
konstante Funktion ohne Nullstellen. 

§ 7. Die trigonometrischen Funktionen. 

Durch die Gleichungen 
sm^==— 2^-, cos^ = — 2--, 'SZ = J^r^^^. 

1 

ctg 2: = ; — 

führen wir vier Funktionen ein, welche für reelle Werte der Variablen 
mit den elementargeometrisch gebrauchten trigonometrischen Funk- 
tionen übereinstimmen und denselben Namen führen wie diese ^). 

Wir wollen hier nur die Abbildung betrachten, welche durch die 
Funktion ^ = tg z von der ^-Ebene auf die f -Ebene vermittelt wird. 
Wir schreiben 

(1) i = iz, (2) «, = «', (3) V-Z~\. (4) ^=jV- . 

Die Gleichung ( 1 ) definiert eine Drehung der 2:-Ebene um den Winkel 

- - in die ^Ebene. Gleichung (2) gibt eine konforme Abbildung der 

^- Ebene auf die im vorigen Paragraphen untersuchte Riemannsche 
Windungsfläche, d. h. sie transformiert einen zur reellen Achse paral- 
lelen Streifen der /-Ebene von der Breite 27i in die aufgeschnittene 
ö)- Ebene. Die lineare Transformation (3) ist uns ebenfalls bekannt; 
bei ihr bleibt die reelle Achse erhalten, während die Punkte 
+ 1, — 1 der a>-Ebene in die Punkte und oo der ly-Ebene 
übergehen; schließlich stellt (4) eine einfache Drehung um den 

Winkel — y dar. Wir gelangen so für die Umkehrfunktion von 



») Vgl. Abschn. I, Kap. 4, § 2. 
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^ = XgZy die Funktion ^ = arctg f, zu einer Riemannschen Fläche, 
welche ähnlich wie die des Logarithmus zwei Windungspunkte un- 
endlich hoher Ordnung besitzt, und zwar in f = + t, ^ = — t; dies 
läßt vermuten, daß der arctg nahe mit dem Logarithmus verwandt ist : 
in der Tat folgt aus (1), (2), (3), (4) direkt 

. h 1 , H-»C 



arcte: c = 



In ganz ähnlicher Weise lassen sich die durch die übrigen trigo- 
nometrischen Funktionen vermittelten Abbildungen studieren. 

§ 8. Potenzen mit beliebigem Exponenten. 

Man definiert die Potenz ^ = z^ mit dem beliebigen reellen oder 
komplexen Exponenten a durch die Gleichung 

Diese Funktion ist also eine eindeutige Funktion der Funktion Ige; 
man kann sie in „Parameterdarstellung" durch die Gleichungen 

charakterisieren, oder wie man auch sagt, „dtitch eindeutige Funk- 
tionen uniforniisieten'*. 

Ist u keine rationale Zahl, so wird die Funktion z^ = e^^* ebenso 
unendlich vieldeutig sein wie der Logarithmus und sich daher als 
eindeutige Funktion der Punkte auf der i^i^mannschen Windungsfläche 
des Logarithmus auffassen lassen; sie hat dann bei z = und z =^ oc 
je einen Verzweigungspunkt unendlich hoher Ordnung. Bei einem 
Umlauf um den Punkt 2: =-- multipliziert sich nämlich der Funk- 
tionswert mit e^'^^^j bei n- maligem Umlauf mit ^^ •-»»*»«; keine zwei 
dieser Werte sind einander gleich. 

Ist aber a eine reelle rationale Zahl --, so wird sich schon nach 

q l^mläufen der Ausgangswert wieder ergeben; an Stelle der unendlich 
vielblättrigen Fläche können wir daher eine y- blättrige i^i^wannsche 
Fläche treten lassen, die so aussieht wie die in § 4 betrachtete Flache. 
Es ist lehrreich, die konformen Abbildungen zu betrachten, welche 
durch die allgemeine Potenz vermittelt werden. Ist a reell, so werden 
einfach die Winkel um den Nullpunkt mit a multipliziert, die Strahlen 
durch den Nullpunkt und die konzentrischen Kreise gehen in sich 
über. Allgemeiner wird durch die Beziehung 

ein Kreisbogenzweieck mit den Ecken z^y z^ in der 2:-Ebene, d. h. 
ein von zwei Kreisen durch z^, z^ begrenztes Gebiet mit dem Winkel iV 
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in ein ebensolches Gebiet mit den Ecken f^, ^^ und dem Winkel ai? 
über der f- Ebene abgebildet. 

Ganz anders liegen die Dinge, wenn a rein imaginär ist, etwa 
a = iy ^ = z«*. Wir studieren die konforme Abbildung der oberen Halb- 
ebene 32: ^ auf die f -Ebene. Indem wir f = ^e*^, z = re*^ setzen, 
erhalten wir sofort 

d. h. den Strahlen 9? = konst. der z-Ebene entsprechen konzentrische 
Kreise q =1 e^^^^^- der f -Ebene, den Kreisen f = konst. der ^-Ebene 
dagegen Strahlen ?/; = lg konst. in der f- Ebene. Der rechten Halb- 
geraden 99 = der j8r- Ebene entspricht speziell der unendlich oft in 
beiden Richtungen durchlaufene Kreis ^=1, der Halbgeraden (p = n 
der ebenso unendlich oft durchlaufene Kreis q = e~"] im Nullpunkt 
sowie im Punkte 00 der z- Ebene wird der Wert von C unbestimmt. 
Wir erhalten so als Bild der oberen z-Halbebene ein Band, welches 
sich über dem Kreisring ^~^ ^ (> ^ 1 der C- Ebene nach beiden Seiten 
unendlich oft nach Art einer logarithmischen Windungsfläche ausbreitet. 

4. Kapitel. 

Weitere Abbildungen. 
§ 1. Hilfssatz. 

Es sei B ein von einer doppelpunktlosen stückweise glatten Kurve C 
begrenzter Bereich der z- Ebene, und i^ = f{z) eine in B einschließlich 
des Randes stetige und im Innern reguläre analytische Funktion^ welche 
auf C nirgends gleiche Werte annimmt; dann bildet die Funktion C 
das Gebiet B umkehrbar eindeutig auf dasjenige Gebiet B' der ^- Ebene 
ab, welches von der Bildkurve C von C begrenzt wird. 

Beweis: Wie in Abschnitt I, Kap. 5, § 9 gezeigt ist und sofort 

durch Betrachtung des Integrales von ^-p- um den Rand herum folgt, 

erhalten wir die Anzahl der Nullstellen einer in einem Gebiete B 
regulären am Rande nicht verschwindenden Funktion q? (z), indem wir 
die Änderung der Funktion Igqpiz) beim positiven Umlauf um das Ge- 
biet B durch 2ni dividieren, wobei notwendig eine positive ganze 
Zahl herauskommt. Dabei brauchen wir für den Rand nicht mehr 
die Regularität, sondern nur die Stetigkeit von 99(2) vorauszusetzen^). 
Nun sei a eine komplexe im Gebiete ff der f -Ebene gelegene Zahl, 
dann wird nach Voraussetzung für <p (z) = f{z) — a = C — cc der Wert 
von lg(f — c^) = ^g (f (z) — a) sich genau um 2 7ii vermehren, wenn 

*) Vgl. die entsprechende Bemerkung auf S. 261. 
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der Punkt z in positivem Sinne das Gebiet ß, der Punkt f also einmal 
das Gebiet B' umwandert und zwar zufolge der obigen Bemerkung 
notwendig in positivem Sinne; denn setzen wir f* = f — a, so wandert 
der Wert f* einmal in positivem Sinne um den Nullpunkt herum. 
Mithin wird von der Funktion f[z) jeder zu B' gehörige Wert a ein- 
mal und nur einmal in B angenommen, d. h. die Gebiete B und Bf 
sind wirklich umkehrbar eindeutig aufeinander abgebildet. 

§ 2. Abbildung des Rechteckes auf die Halbebene. 

Wir wollen die Abbildung studieren, welche durch die Funktion 



JV(i-./*)(i-*^ 





das Legendresche „ellipHsche Integral 1. Gattung'', von der 2:-Ebene auf 
die ^- Ebene entworfen wird; hierbei möge k eine reelle Zahl zwischen 
und 1 sein, und die Quadratwurzel beim Ausgangspunkt t = des Inie- 
grationsweges den Wert -j- 1 haben. Der Integrand ist offenbar eine für 

alle von -\- 1, — 1, +-t> — -r verschiedenen Werte von t reguläre 

Funktion; den Wert der oberen Grenze z und den Integrationsweg 
wollen wir auf die obere Halbebene 3^^0, Si^^O beschränken- 
ist z ein solcher Punkt, dann liegt zwischen zwei von nach z füh- 
renden Integrationswegen kein singulärer Punkt des Integranden; d h. 
nach dem Integralsatz von Caurhy ist f eine reguläre analytische 
Funkuon von z in der oberen Halbebene. 

Wir wollen nun untersuchen, welchen Weg der Bildpunkt C ^^' 
schreibt, wenn der Wert z von über 1, — nach oo und dann von 

— cx) Über — -r-, — 1 zurück nach ständig wachsend läuft. Dabei 

denken wir uns die Verzweigungspuukte +1, — 1, +-r, — v ^^^ 

ff K 

Integranden zunächst durch kleine in der oberen Halbebene liegende 
Halbkreise umgangen, wodurch die Mehrdeutigkeit des Integranden 
ausgeschaltet ist; da dieser in den betreffenden Punkten nur von der 
Ordnung | unendlich wird, so können wir schließlich die Radien der 
Umgehungskreise gegen Null zusammengezogen denken', ohne damit 
den Wert der Funktion f in der oberen Grenze des Integrationsweges 
zu ändern^). 



*) Mit andern Worten, das Integral über den Umgehungskreis konvergiert 
mit dessen Radius ge^en Null; den Beweis wird der Leser leicht selbst er- 
gänzen. 
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Es sei nun ^z < 1, dann ist der Integrand positiv, also wächst 
der Funktionswert C monoton von bis zu einem Grenzwert 



CO 

"2 






Es sei weiter 1 ^z <i-r. Beim Umlaufen von t = i auf dem 

— H 

Umgehungshalbkreis vermindert sich die Artiplitude von 1 — / um n 
(sie geht von nach — tt), die von VI-- 1 also um -^, die anderen 



Faktoren 1 + ^ 1 — kt, 1+*^ des Nenners bleiben aber für 
h 

M 

dt 



1 ^ / < -7- positiv; wir können also schreiben 



'-Mw^' 



1 
wobei wieder der unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck positiv 

k 
linig von ^ bis "^-{-co^i, wobei co,^ die positive Zahl 



bleibt, solange 1 ^ < <C t ^^^* ^^^ dieses Intervall läuft also f gerad 



a>« , . Q). 



«,, = J 



1 

r dt 



V'(<"-l)(l-Ä«/«) 

1 

ist. 

Es sei drittens -r^ ^^<oo. Beim Passieren des Punktes ^ = -|r ver- 
mindert sich die Amplitude von 1 — kt um jiy während die andern 
Faktoren des Nenners ungeändert bleiben; auf dieser Strecke wird also 

der Integrand negativ reell. Setzen wir / = — , so wird 

n X 

A dt 

J* dt p Ar« _ _ n ^T _ a>i 



k 



Durchläuft also z das Intervall -.- ^ ^ ^ oo, so geht der Punkt f ge- 



k 

00, . . , . (O, ' . C0^ 



radlinig von -^ -\- co^i bis -^ + fo^ * — -^ == cOg » . Auf dieselbe Art er- 

-^, bzw. von -g- 



kennt man, daß f geradlinig von bis — -^, bzw. von — ^ bis 



— CO- , . , — CO 
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Die reelle Achse der ^- Ebene wird also auf die genau einmal um 

2' "^ 2 



laufene Begrenzung des Rechteckes mit den Ecken + -^> + -^ + ö^-»*' 



— — -f Wg^j ~ö^ ^^r f- Ebene umkehrbar eindeutig abgebildet. 

Da die Funktion f im Inneren der oberen Halbebene regulär und 
einscliließlich des Randes überall endlich und stetig ist, so wird zwr 
^olgc § 1 di^ obere Halbebene durch das elliptische Integral umkehrbar 
eindeutig und konform auf das Innere des betrachteten Rechteckes ab- 
gebildet. 

Die Umkehrfunktion z = z{^) ist die schon im 2. Abschnitt 
Kap. 3 behandelte elliptische Funktion s(f). 

§ 3. Analytische Fortsetzung und Spiegelungsprinzip. 

Sind f^ (z) bzw. f^ [z) in den Gebieten G^ bzw. G^ regulär, welche 
ein gemeinsames Teilgebiet G besitzen, und ist in diesem Teilgebiet 
identisch f^(z) = f^iz) = f[z)y so heißt f^[z)hzsv. f^[z) die analytische 
Fortsetzung von f{z). 

Im 1. Abschnitt ist ausführlich dargelegt, wie man prinzipiell 
stets durch Potenzreihen die analytische Fortsetzung bewerkstelligen 
kann; hier dagegen wollen wir ein anschauliches einfaches Hilfsmittel 
kennen lernen, welches in vielen wichtigen Einzelfällen die wirkliche 
Durchführung des Fortsetzungsprozesses ermöglicht, nämlich das 
Riemann-Schwa rzsc he „Spiegelungsprinzip^' . 

Wir nehmen an, ein Gebiet G der z- Ebene besitze ein geradliniges 
Begrenzungsstück l, urul eine im Innern von G und auf l reguläre 
analytische Funktion ^ = f{z) bilde das Gebiet G so auf ein Gebiet r 
der ^- Ebene ab, daß dabei dem geradlinigen Stück l umkehrbar ein- 
deutig wieder ein geradliniges Begrenzungsstück k des Bildbereiches P 
entspricht. Wir spiegeln nun die Bereiche G, F an l bzw. X, wobei die 
Punkte z, C if^ z*, C* die Gebiete G, F in G*, F* übergehen. Ordnen 
wir dem Werte z* den Wert C* zu, so wird behauptet, daß die Funktion 
C* ^ C*iz*), welche G* auf F* abbildet, die analytische Fortsetzung 
von ^ = C(z) ist. 

Daß ^* im Innern von G* analytisch ist, erkennt man unmittel- 
bar, weil aus der Diflferenzierbarkeit von ^(z) sofort die von C*(^*i 
folgt. Um zu zeigen, daß C* die analytische Fortsetzung von f ist 
betrachten wir einen beliebigen Punkt im Innern der Strecke / und 
schlagen um ihn einen Kreis K mit einem so kleinen Radius, daß 
dieser ganz ins Innere des vereinigten Gebietes G -{- G* fällt (siehe 
Fig. 101). Den Rand des unteren Halbkreises nennen wir H*, den des 
oberen H; ferner bedeute q)(z) im unteren Halbkreise die Funktion ;*, 
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im oberen die Funktion f. Für jeden Punkt Zq im unteren Halbkreise 
gilt dann die Cauchy sehe Integraldarstellung 

eruier i st ^ ■ im Innern des oberen Halbkreises regulär, also nach 



z — e. 



dem Satz von Cauchy 



H 
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dz. 
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Fig. 101. 

Aus (l)und(2j folgt durch Addition, da sich die Integrale über den 
auf / gelegenen Durchmesser von K aufheben, 



K 



(3) 



9^(^o)- 






dz. 



Genau dieselbe Formel gilt, wenn z^ im oberen Halbkreis liegt; ver- 
möge (3j ist also (p(z^ eine im ganzen Kreise iC reguläre analytische 
Funktion von z^y die in den beiden Halbkreisen mit f bzw. ^* über- 
einstimmt, so daß also f und ^* wirklich analytische Fortsetzungen 
voneinander sind. 

Da man jeden Kreisbogen durch eine lineare Transformation in 
eine geradlinige Strecke überführen kann, und da hierbei Spiegel- 
punkte am Kreise in Spiegelpunkte an der Strecke übergehen, wie 
in Kap. 3, § 1 gezeigt wurde, so gilt das Spiegelungsprinzip allgemeineTf 
wenn an Stelle der Sirecken l, k beliebige Kreisbögen treten. 

Man kann ohne weiteres aus den vorangehenden Betrachtungen 
folgenden, das Wesen der analytischen Fortsetzung kennzeichnenden 
Satz ablesen: Wenn in zwei Gebieten G und G*, welche längs eines 
Kiifvensiükes C aneinandergrenzen, analytische Funktionen f(z),f*iz) 
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definiert sind, die sich längs C stetig aneinander anschließen, so ist 
die eine analytische Fortsetzung der anderen. 

Es ist von Wichtigkeit, daß die Voraussetzungen für den Beweis 
des Spiegelungsprinzipes gemildert werden können. Es braucht näm- 
lich über die Regularitäl der Funktion C = f{z) auf dem Randstück l 
nichts vorausgesetzt zu werden; vielmehr genügt es, vorauszusetzen, daß 
durch die Funktion f{z) das Innere des Gebietes G umkehrbar eindeutig 
auf das Innere von F abgebildet wird. 

Um dies einzusehen, brauchen wir nur in den obigen Ausführungen 
unter den Zeichen H, H* statt der Halbkreisberandungen die Ränder 
derjenigen Kreissegmente zu verstehen, welche aus den Halbkreisen 
hervorgehen, wenn man von diesen je einen schmalen an die Ge- 
rade / beiderseits anliegenden Streifen der Breite e abschneidet; indem 
man dann e gegen Null rücken läßt, erhält man ohne weiteres wieder 
die Relation (3). 

§ 4. Der Gesamtverlauf der analytischen Funktionen 

und ihre Singularitäten. 

Bei den bisher behandelten Beispielen analytischer Funktionen 
waren diese stets durch explicite übersehbare Bildungsgesetze gegeben, 
und es verstand sich von selbst, was wir als Existenzbereich dieser 
Funktionen bzw. als deren singulare Stellen anzusehen hatten. Durch 
die Idee der 'analytischen Fortsetzung sind wir instand gesetzt, diese 
Begriffe in abstracto für eine beliebige analytische Funktion zu prä- 
zisieren, wobei natürlich zu beachten bleibt, daß diese Abstraktionen 
erst durch die vorangehenden und die nachfolgenden Beispiele ihre 
lebendige Bedeutung gewinnen. 

Wir gehen aus von einem „schlichten**, d. h. die Ebene nirgends 
mehrfach überdeckenden Gebiet G der 2: -Ebene, in welchem eine 
analytische Funktion f[z) definiert sei; die Randpunkte des Gebietes 
werden dabei als nicht zu demselben gehörig betrachtet. Nunmehr 
denken wir uns durch analytische Fortsetzung, welche wir etwa 
gemäß den Ausführungen des ersten Abschnittes durch Potenzreihen 
bewerkstelligen können, die Funktion in weitere, an G angrenzende 
Gebiete G', G", . . . analytisch fortgesetzt und so ihren Definitions- 
bereich erweitert zu einem Gebiete G^; in derselben Weise fahren 
wir fort. Gelangen wir bei diesem Fortsetzungsprozesse zu Gebieten 
G<•'^ welche zugleich mit einem der früheren Gebiete G^^ oder mit 
Teilen von solchen dasselbe Stück der j^-Ebene überdecken, so sind 
die Punkte der übereinandergreifenden Gebiete miteinander zu iden- 
tifizieren, falls in diesen Gebieten auch die Funktionswerte nach der 
analytischen Fortsetzung miteinander übereinstimmen; ist dies jedoch 
nicht der Fall, so betrachten wir die Gebiete G^** und G^''^ als ver- 
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schiedenen Blättern einer Riemannschen Fläche angehörig und be- 
zeichnen die Gesamtheit der Werte von f[z) in diesen Gebieten als 
zwei verschiedene y über demselben Gebiet der ^- Ebene ausgebreitete 
Zweige derselben Funktion f{z), welche dann mehrdeutig heißt. Indem 
wir auf diese Art beliebig fortfahren, erweitern wir den Definitions- 
bereich G der Funktion f{z) und gelangen so zu einem über der 
z- Ebene ausgebreiteten möglicherweise unendlich vielblättrigen und 
unendlich vielfach zusammenhängenden anschaulich allgemein nicht 
mehr übersehbaren Bereich G, dem wir alle Punkte zurechnen, welche 
durch analytische Fortsetzung in der angegebenen Art erreicht werden 
können. Wir nennen diesen Bereich die Riemannsche Fläche oder auch 
den Existenzbereich der analytischen Funktion] den Punkten dieser 
Riemannisc\\ex\ Fläche sind die Funktionswerte f[z) bzw. die zusammen- 
gehörigen Wertepaare (f , z) eindeutig zugeordnet, während sie den 
Punkten der schlichten jsr- Ebene nicht eindeutig zugeordnet zu sein 
brauchen. Die so gewonnenen auf G ausgebreiteten Funktionswerte f{z) 
definieren den Gesam' verlauf der Funklion f{z); indem wir zusammen- 
gehörige Werte f = f(z)y z als ,yStelle des analytischen Gebildes*' f(z) 
bezeichnen, haben wir diese Stellen den Punkten der Riemannschen 

Fläche G umkehrbar eindeutig zugeordnet. 

Um nun die singulären Stellen d:r Funktion f{z) zu definieren, 
betrachten wir ein schlichtes Stück von G und mit diesem Stück ein volles 
Exemplar der z-Ebene, in welcher wir dieses Stück der Riemannschen 
Fläche liegend vorstellen. Besitzt das Gebiet G Grenzpunkte ^), welche 
diesem Exemplar der ^- Ebene angehören, so heißen diese singulare 
Punkte von f[z), und zwar speziell singulare Punkte des im betreffen- 
den Exemplare der ^-Ebene oder dem betreffenden „Blatte*' der Riemann- 
schen Fläche definierten Zweiges von f{z). Diese singulären Punkte 
können in dem betreffenden Exemplar der ^ -Ebene isoliert liegen, 
derart, daß jeder Punkt einer gewissen Umgebung zum Bereiche G 
gehört; sie können jedoch auch, wie wir später sehen werden, sehr 
komplizierte Punktmengen bilden oder ganze Kurven, „singulare 
Linien**, erfüllen. 

Die wichtigsten singulären Punkte sind die isolierten Singulari- 
täten. Wir nennen einen solchen singulären Punkt einen isolierten 
Eindeutigkeitspunkt y wenn es eine schlichte Kreisscheibe mit diesem 
Punkt P als Mittelpunkt gibt, welche mit Ausnahme des Punktes P 

ganz zu G gehört. Wenn der absolute Betrag von f{z) bei Herannahen 
an den Punkt P über alle Grenzen wächst, so heißt P ein Pol; die 

Funktion -^^-r ist dort regulär und hat den Wert Null. Ist aber die 
Gleichung lim f{z) = oo nicht richtig, wenn z im Definirionsbereich 

*) Vgl. die Definition des Grenzpunktes in Abschnitt 1, Kap. 8, S. 43. 
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irgendwie gegen den Punkt P rückt, so heißt P eine wesentlich singulare 
Stelle', in ihrer Umgebung muß f[z) jedem beliebig vorgegebenen Werte 
beliebig nahe kommen. Alle diese Tatsachen sind in unseren früheren 
Betrachtungen enthalten; vgl. Abschn. I, Kap. 5, § 7. 

Ist der isolierte singulare Punkt P keine Eindeutigkeitsstelle, so heißt 
er ein Windungs- oder Verzweigungspunkt des Gebietes G, und zwar ein 
Verzweigungspunkt endlich hoher Ordnung oder ein algebraischer Ver- 
Zweigungspunkt, wenn man, den Punkt P auf einem hinreichend kleinen 
Kreise umlaufend, nach endlich vielen Umläufen wieder an die Aus- 
gangsstelle in G zurückkommt; andernfalls sprechen wir von einem 
Verzweigungspunkt oder Windungspunkt unendlich hoher Ordnung. 

Es sei hier ausdrücklich hervorgehoben und wird uns später an 
Beispielen begegnen, daß über derselben Stelle der xr-Ebene in ver- 
schiedenen Blättern ganz verschiedene singulare Stellen oder auch 
reguläre Stellen für die Funktion liegen können. 

Daß und inwiefern die in einzelnen Blättern etwa gelegenen un- 
endlich fernen Punkte keinerlei Ausnahmestellung einnehmen, braucht 
nach den Ausführungen in Kap. 3, § 3 auf S. 286 kaum besonders 
gesagt zu werden. 

Es sei an dieser Stelle ausdrücklich betont, daß die Anwendung 
des Integralsatzes von Cauchy keineswegs an die Schlichtheit des Ge- 
bietes B gebunden ist, um welches herumintegriert wird. Unter den 
Voraussetzungen aus Kap. 2, § 4 gilt der Integralsatz für beliebig im 
Existenzbereich gelegene Bereiche. 

Die vorangehenden BegriflFsbildungen zeigen uns aufs deudichste, 
eine wie ausgezeichnete Stellung in der Funktionentheorie die ein- 
deutigen Funktionen einnehmen, d. h. diejenigen Funktionen, deren De- 
finitionsbereich G schlicht ist. Es ist ein wichtiges Ziel der Funktionen- 
theorie, mehrdeutige Funktionsverläufe auf eindeutige zurückzuführen. 
Wie dieses Ziel durch die Uniformisierungstheorie erreicht wird, werden 
wir später sehen. 

§ 5. Elliptische Funktionen. 

Wir machen von dem Spiegelungsprinzip eine Anwendung, in- 
dem wir die Funktion ^(z) des § 2, welche die obere Halbebene 
3 2: ^ auf ein Rechteck R abbildet, analytisch fortsetzen. Die Seiten 
des Rechteckes seien I, II, III, IV wie in der Fig. 102. Die ihnen ent- 
sprechenden Stücke der Achse des Reellen in der 2- Ebene bezeichnen 
wir mit r, ir, III', IV'. 

Wir wenden das Spiegelungsprinzip auf die Strecke I an. Dann 
erhalten wir in .der f- Ebene zwei längs I zusammenhängende kon- 
gruente Rechtecke und in der z- Ebene die volle obere und untere 
Halbebene, welche längs der Strecke I' miteinander verbunden sind. 
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Spiegeln wir andererseits an II, III oder IV, so erhalten wir jedesmal 
ein neues Rechteck, das mit dem alten längs der Seite II, III oder IV 
zusammenhängt, und über der ^-Ebene drei untere Halbebenen, die 
mit der oberen längs II', III' oder IV' verbunden sind. Jetzt spiegeln 
wir die neuen Rechtecke an ihren 

freien Seiten und setzen dieses Ver- , , 

fahren ad infinitum fort, indem wir [^ ^ 

die ganze f- Ebene lückenlos und ein- \ m | m. 

fach mit Rechtecken überdecken; in [ j 

der ;8r- Ebene entstehen dann entspre- \ \ 



4- 



chend unendlich viele neue obere und | 

untere Halbebenen, die sinngemäß j^ 

längs der Strecken I', 11', III', IV' zu ver- i M. — ] m j 

binden sind. Die Punkte z erfüllen also (^p- y| 

eine unendlich vielblättrige Riemann- } / i / 

sehe Fläche F von nicht mehr p. j^g 
ganz einfach zu übersehendem Typus, 

welche über den Punkten ± 1 , ± ^ verzweigt ist (aber nicht wie die 

Fläche des Logarithmus, sondern indem unendlich viele Verzwei- 
gungspunkte erster Ordnung übereinander geschichtet sind. Die ein- 
fachste Vorstellung von den Zusammenhangsverhältnissen der Blätter 
erhält man durch Betrachtung der Rechtecksfigur). Je zwei Recht- 
ecken mit einer gemeinsamen Seite entspricht ein volles Exemplar 
der ^- Ebene. Spiegeln wir ein Rechteck R zweimal in derselben 
Richtung, etwa in der Richtung der Halbachse des positiv Reellen, 
so gelangen wir zu einem neuen Rechteck R^y welches wir a,uch 
durch Parallelverschiebung von R um die Größe 2 co^ erhalten können ; 
ebenso entspricht einer doppelten Spiegelung in der Richtung des 
positiv Imaginären eine Parallelverschiebung der Punkte des Recht- 
eckes um die Größe 2i(o^. Entsprechend erhalten wir aber in der 
jj- Ebene bei einer solchen doppelten Spiegelung wieder den Aus- 
gangswert z. Es ergibt sich also für die Umkehrfunktion z{l^) die 
Relation 

2(f + 2ö>J = z(C + 2a),») = z{^); 

oder allgemeiner 

^(C + 2Ä,ö>, + 2Ä,a>ai) = z(C) (Äi, A., = 0, ±1, ±2,...). 

Wir erkennen also, daß die Umkehrfunktion z{C) eine in der ganzen 
f- Ebene eindeutige doppeltperiodische Funktion mit den Perioden 
2 (o^ und 2co^i ist. Auf diese Weise haben wir anschaulich das 
einfachste Beispiel einer elliptischen Funktion erhalten. 

Für die Einzelheiten der Theorie dieser Funktionen vergleiche 
man den Abschnitt II dieser Vorlesungen. 
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§ 6. Abbildung eines Polygons auf die Halbebene. 

In ähnlicher Weise wie ein Rechteck können wir auch ein 
geradliniges Polygon mit vorgeschriebenen Winkeln auf die Halb- 
ebene abbilden. Es sei 11 ein solches n-Eck in der f-Ebene, das 
sich nicht selbst überdeckt, a^n, a^n,^.*ya^n seine Winkel, so daß 
a^-\- a^ -{-.,. '\'a^ = n'— 2 wird (Fig. 103). Wir wollen eine Funktion 
f {z) suchen, welche die obere Halbebene 3 ^ > auf das Innere eines 
solchen Polygons abbildet, und versuchen dies dadurch zu erreichen, 

daß wir die reelle Achse der 
z-Ebene auf den Rand eines 
solchen Polygons abbilden, 
wobei den Ecken von 17 der 
Reihe nach die Punkte a^, 
fl,, ..., Ä„ auf der reellen 
Achse entsprechen mögen. 
Es sei z ein von a^, . . ., a^ 
verschiedener Punkt der re- 
ellen Achse, f sein — zu- 
p. - Qo nächst noch hypothetisch an- 

genommener — Bildpunkt 
auf der entsprechenden Polygonseite; solange sich z auf der reellen Achse 
bewegt, ohne einen der Punkte a zu überschreiten, muß der Punkt C 
auf derselben Polygonseite bleiben und daher der Winkel $ der 
Differenz f^ — f^ = 7?^** für alle solchen Punktepaare f^, f, auf der 
Polygonseite einen konstanten Wert besitzen; es muß also auch der 

Differentialquotient ^ in jedem Intervall zwischen zwei aufeinander- 
folgenden Punkten a^ eine konstante Amplitude besitzen. Die ein- 
fachste Funktion mit dieser Eigenschaft, die wir hypothetisch an- 
setzen können, ist 

r = ^f = konst. {z - a^)^' {z - a^)^' . . . (z - a J^* 

mit reellen Exponenten A^, ^^ , . . ., A^; in der Tat verschwindet keiner 
der Faktoren in einem der Intervalle. Um die Exponenten i4,,...,i4 
in diesem Ansatz zu fixieren, beachten wir die Forderung, daß die 
Winkel a^^r, . . ., a^n am Polygon TI sämdich Winkeln der Größe n an 
der reellen Achse entsprechen sollen. Durchläuft nun z wachsend 
durch reelle Werte einen der Punkte a^, wobei wir wieder den Punkt a^ 
zunächst durch einen kleinen Halbkreis der oberen Halbebene um- 
gangen und dann dessen Radius gegen konvergierend denken müssen, 
so ändert sich die Amplitude der Größe z — a^^ um — n, nämlich von 
-\-7i auf 0, während die Amplituden aller andern Größen 2 — a^ ihren 
Wert behalten. Die Größe f ändert also ihre Amplitude um — ;t.4j^; 
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andererseits muß die Amplitude der Größe C' bei Überschreiten einer 
Ecke des Polygons um den Winkel n — aj^n zunehmen, wie man 
sofort aus der Figur erkennt. Es muß also sein — Aj^7i = n — aj^Ji, 
d. h. ^^ = a^ — 1. Wir erhalten daher als Ansatz für die gesuchte 
Abbildungsfunktion 

C = konst. / (/ — «i)"*"^ ...(/ — «J"""^ ^^• 



Um zu beweisen, daß diese Funktion wirklich die gesuchte Ab- 
bildung vermittelt, beachten wir, daß die reelle Achse umkehrbar ein- 
deutig auf den Polygonrand bezogen ist. Das ergibt sich unter Be- 
nutzung der Relation 

(«,-!)+. .. + (a„-l)=~2. 

Für große Werte von t verhalt sich ihr zufolge der Integrand wie -ä9^(0» 

wo <p{t) im Unendlichen regulär bleibt; das Integral f konvergiert 
also gegen einen bestimmten Grenzwert, wenn z irgendwie ins Un- 
endliche rückt, insbesondere also auf der reellen Achse nach rechts 
oder links. Daher ist das Bild der reellen ^- Achse eine geschlossene 
Kurve und zwar ein Polygon mit den vorgeschriebenen Winkeln. Aus 
dem Hilfssatz von § t folgt nunmehr, daß tatsächlich die Funktion f (z) 
das Innere der oberen Halbebene auf das Innere eines Polygons ab- 
bildet, vorausgesetzt, daß das Polygon sich nicht selbst überschneidet. 
Es muß aber darauf hingewiesen werden, daß unter dieser Voraus- 
setzung unsere Überlegungen zwar bei gegebenen a^, . . ., a^, a^, . . ., a^ 
die konforme Abbildung der oberen Halbebene auf ein gewisses Polygon 
mit den Winkeln a^7iy..,,a^7i liefern, aber keineswegs die umgekehrte 
Frage entscheiden, ob wir auf diese Weise ;>rf^s beliebige Polygon er- 
halten. Eine Abzahlung der Konstanten zeigt, daß wir dies erwarten 
dürfen. Ein n-Eck der f- Ebene ist nämlich durch 2« reelle Koordi- 
naten bestimmt. Im Ausdruck für die Funktion f sind aber verfügbar: 
n reelle Zahlen a^,...,«^, «—1 reelle Zahlen a^,..., a»_i, 2 reelle 
Zahlen in der komplexen Konstanten konst. = c, eine beliebige komplexe, 
d.h. 2 reelle, Konstante, die einer beliebigen Translation der f- Ebene 
entsprechen; dies gibt zusammen 2n + 3 reelle Konstanten. Anderer- 
seits lassen sich 3 der Punkte a, etwa a^, ä^, a^ beliebig wählen, 
etwa nach —1, 0, +1 legen, indem man die z-Ebene einer geeig- 
neten linearen Transformation unterwirft (wobei übrigens, wie wir im 
nächsten Paragraphen sehen werden, die Form des Integrales sich 
nicht ändert); es kommen also noch 3 reelle Konstanten in Abzug, 
so daß wirklich beiderseits 2 n wesentliche Konstanten verfügbar sind. 
Der wirkliche Nachweis jedoch, daß man stets die Konstanten einem 
vorgegebenen Polygon anpassen kann, soll hier nicht ausgeführt 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 20 
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werden, da sich diese Tatsache aus dem Fundamentalsatz des nächsten 
Kapitels von selbst ergeben wird*). 



§ 7. Die Funktionen des geradlinigen Dreiecks. 

Besonders übersichtlich werden die Verhältnisse, wenn statt eines 
«-Ecks ein Dreieck mit den Winkeln a^^, a^^r, a^n genommen wird. 
Die Abbildungsfunküon lautet dann allgemein 

* 



<0 



Wir wollen einen der Eckpunkte, etwa den Punkt äj, ins Unendliche 
werfen, indem wir z durch \- a^ ersetzen, bzw. im Integral statt t 

durch die Gleichung ^ = f- «3 eine neue Variable r einführen. 

Dann wird unter Berücksichtigung von (a^ — \)-\-{a^---\)-^{a^ — \)== — 2 



f=Ji^8-«i-7) l^8-«.-7J 1-7] . 



d 



= konst. / (t - ^^ir'Vr - &/•"' ix, 

wobei b^y b^ neue Konstanten sind. Ersetzen wir r durch eine neue 
Variable ar-\-b, so können wir durch geeignete Wahl von a und h 
den Konstanten 6^ und b^ beliebige Werte erteilen, so daß wir z. B. 
setzen können: 

fl) f = konst. //«i-i(l — 0««-i dt. 

. Beim Dreieck ist es evident, daß wir jedes beliebige Dreieck 
durch eine solche Abbildung erhalten können, da ein Dreieck durch 
die Länge einer Seite und seine Winkel eindeutig charakterisiert ist. 

Wir wollen die durch (l) definierte Funktion nach dem Spiege- 
lungsprinzip analytisch fortsetzen. Spiegeln wir die obere Halbebene 
an einer der Strecken Ol oder 1 00 oder 00 0, so erhalten wir 
entsprechend je ein gespiegeltes, mit dem ersten längs einer der 
Seiten zusammenhängendes Dreieck; ein Doppeldreieck wird auf die 

*) Daß eine Funktion l^{z\ welche die gewünschte Abbildung liefert, not- 
wendig die Integralform des obigen Ansatjses haben muß, ergibt sich leicht 

aus der Betrachtung der logarithmischen Ableitung ^^ ' (vgl. § 11). 
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volle, längs eines Teiles der reellen Achse aufgeschnittene ^ -Ebene 
abgebildet. Durch unbegrenzte Fortsetzung des Spiegelungsprozesses 
erhalten wir eine wohldefinierte unendlichfache Überdeckung der 
2: -Ebene in Gestalt einer Riemannschen Fläche F mit Verzweigungen 
über den Punkten 0, 1, cx), und eine entsprechende Überdeckung 
der C -Ebene mit Dreiecken. Diese letztere Überdeckung wird aber 
im allgemeinen keine lückenlose und zugleich einfache sein, sondern 
ebenfalls zu einer komplizierten Riemannschen Fläche führen. Dann 
und nur dann erhalten wir eine einfache Bedeckung der f-Ebene, 
wenn die Reihe der in einer Ecke zusammenstoßenden Doppeldrei- 
ecke sich schließt, d. h. wenn der betreffende Winkel ein Teiler von 
2jr ist; an den Dreiecksecken sind aber die Winkel der Doppel- 
dreiecke gleich 2 «j TT , 2 cCg jr , 2a^7i; wir erhalten also als Bedingung 
für die Einfachheit der Doppeldreiecksüberdeckung die Forderung, 

= fjj ganze Zahlen sein müssen. 



2.T 



1 



daß ,^ - -'1 

welche im übrigen wegen a^ + ^9 + ^a = 1 ^^^ Gleichung 



1 



(2) 

zu genügen haberu 



^ + 1 + ^ 



Die funktionentheoretische Bedeutung unserer geometrischen Frage- 
stellung isty daß im Falle einer einfachen Überdeckung der C- Ebene 
die Umkehrfunktion z=^z{^) in der ganzen C- Ebene eine eindeutige 
Funktion wird, während sie andernfalls in den Ecken des Dreiecks 
und allen daraus durch Spiegelung hervorgehenden Punkten Windungs- 
pünkte endlich oder unendlich hoher Ordnung besitzen würde. 

Alle die Fälle, in welchen diese eindeutige Umkehrbarkeit statt- 
findet, können wir nun leicht durch Diskussion der diophanüschen 
Gleichung (2j ermitteln, wobei wir wegen der Symmetrie von (2) 
^1 ^ ^a ^ ''3 nehmen dürfen. Eine erste Lösung ist r^ = f._j = r^ =^ 3 ; 
bei jeder weiteren Lösung muß eine der Zahlen, etwa r^, kleiner als 3 
sein. Ist r^ = l , so wird notwendig r^ = ^3 == oo. Ist r^ == 2, so wird 

\- — = -^-y d. h. entweder r^ = r^^ 4 oder r^ = 3 , r« = 6 , oder 

schließlich r^ — ^ 2 » yg = 00 . Die verschiedenen Fälle werden durch 
folgende Tabelle dargestellt: 





^1 


^"2 


»'s 


• 1, 


3 


3 


3 


2. 


1 


00 


00 


3. 


2 


4 


4 


4. 


2 


3 


6 


5. 


2 


2 


CX) 



•20=* 
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Der Fall 2 liefert die Abbildung der Halbebene auf ein Dreieck 
mit den Winkeln n, 0, 0, das ist aber ein unendlicher Parallelstreifen. 
Die Abbildungsfunktion lautet 



f"JÄ-'«r! 



u 
und ist uns wohlbekannt. Der Fall 5 liefert eine Abbildung auf einen 
dreieckigen Bereich mit den Winkeln « , -;7, 0, d. h. einen Halb- 
treifen; die Funktion lautet: 

X 

C = \—^--^r~ = arc sin {2 z— 1) 

JV^(i-o 

• biifalls bekannt als die Umkehrfunktion des Sinus. 

Die Fälle 1, 3, 4 liefern die Abbildung der Halbebene auf ein 
gleichseitiges, gleichschenklig rechtwinkliges und auf ein rechtwinkliges 
durch Halbierung des gleichseitigen entstehendes Dreieck. Die be- 
treffenden Abbildungsfunktionen lauten: 

y<* (1 - 0' y^* (1 - o'* V'' (1 - 0* 

Ihre Umkehrfunktionen erweisen sich wiederum als doppelt - 
periodische Funktionen. 

Zum Schluß sei noch darauf hingewiesen, daß man die Be- 
trachtungen der beiden vorangehenden Paragraphen noch in mannig- 
facher Weise abändern kann; so läßt sich durch Anwendung einer 
geeigneten linearen Transformation die Abbildung auf die Halbebene 
stets durch eine Abbildung auf den Einheitskreis ersetzen. Der Leser 
wird sich z. B. leicht davon überzeugen, daß durch die Formeln 






der äquidistant eingeteilte Einheitskreis der 2: -Ebene auf ein Quadrat, 
bzw. reguläres «-Eck der ^- Ebene abgebildet wird. 

Ferner läßt sich auch leicht die konforme Abbildung des Äußeren 
eines Polygones auf die Halbebene bzw. den Einheitskreis bewerk- 
stelligen; als Beispiel, dessen Bestätigung ebenfalls dem Leser über- 
lassen bleiben kann, sei hier nur die Funktioh 



^-m^-" 
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angeführt, welche das Äußere eines Quadrats der f- Ebene auf das 
Innere des Einheitskreises konform abbildet, wobei dem Nullpunkt 
der 2 -Ebene der Punkt co in der f- Ebene entspricht*). 

§ 8. Charakterisierung der Funktionen 
durch ihre inneren Eigenschaften. 

Wenn man die analytischen Funktionen, dem Ideenkreise Riemanns 
entsprechend, durch innere Eigenschaften charakterisieren will, so kann 
man dabei zwei verschiedene Gesichtspunkte verfolgen. Einmal kann 
man die Funktionen durch die Natur ihrer Singularitäten festzulegen 
suchen, zweitens aber kann man die von der Funktion vermittelte 
konforme Abbildung als Charakteristikum der Funktion betrachten. 

Wir wollen hier zunächst den ersten Gesichtspunkt erläutern. 
Schon im ersten Abschnitte sind folgende Tatsachen enthalten, deren 
Beweise hier nicht wiederholt zu werden brauchen: Jede in der ganzen 
Ebene bis auf endlich viele Pole reguläre und eindeutige Funktion ist 
rational, Ist insbesondere der Punkt oo der einzige Pol und zwar ein 
solcher n-ter Ordnung, so ist die Funktion eine ganze rationale Funktion 
n-ten Grades, 

Unter allen mehrdeutigen Funktionen sind diejenigen l^^:df[z) 
die einfachsten und interessantesten, welche einer algebraischen 
Gleichung 

(1) G(r,2) = goWC" + giWc-^ + ---+&„W=o 

genügen, wobei G{I^yZ) eine irreduzible^) ganze rationale Funktion von 

C und z ist, d. h. eine endliche Summe von Termen der Form c^^z^C"^ 

mit ganzzahligen nicht negativen Exponenten />, q und konstanten 

Faktoren c^„. 
vq 

Um diese „algebraischen Funktionen" zu charakterisieren, erinnern 
wir an den Begriff des algebraischen Verzweigungspunktes einer mehr- 
deutigen Funktion. Wir verstanden darunter einen solchen Punkt P, 
in dessen Umgebung eine mehrdeutige Funktion — wie z. B. die 

Funktion yziürz=^0 — zwar mehrdeutig wird, aber nur endlich 
vieler Werte fähig ist, wenn der Punkt z den Punkt P umkreist, 
ohne eine hinreichend kleine Umgebung von P zu verlassen, und wenn 
dabei die Ausgangswerte von f{z) analytisch längs dieses Weges fort- 
gesetzt werden. Ist m die Anzahl der verschiedenen Werte von f{z)y 
welche wir so erhalten können, oder wie man auch sagt, die Anzahl der 
in P zusammenhängenden ,yFunktionszweige'', so heißt P ein algebrai- 
scher Verzweigungspunkt (w — 1)'*' Ordnung. Umläuft man den PunktP 



*) Vgl. H, A . Schwarz, Gesammelte Abhandlungen, Bd. 2, S. 65 fF. 
*) d. h. nicht in zwei ganze rationale Faktoren zerlegbare. 
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genau w-mal, so muß man wieder zu den Ausgangswerten von f\z^. 
dem Ausgangszweige, zurückgelangen (würde dies schon bei einer ge- 
ringeren Umlaufszahl eintreten, so hätten wir eben einen algebraischen 
Verzweigungspunkt niedrigerer Ordnung vor uns). 

Wir können uns diese Verhältnisse veranschaulichen, indem wir, 

m — 

ganz wie beim Beispiel der Funktion f = V^: für 2: = , uns über 
der 2 -Ebene im Punkte P und seiner Umgebung eine w -blättrige 
RiemannscYiQ Fläche ausgebreitet denken, deren Blätter zyklisch zu- 
sammenhängen; auf dieser Fläche wird dann f eindeutig bleiben. 
Analytisch heißt das, daß die Funktion f =^ f[z) durch die Trans- 
formation t^ ^ z ~ Zq in eine in der Umgebung des Punktes P{z ^^ -s^i 
eindeutige Funktion von t übergeht. Wenn die Funktion <p [i) = f{z* 
in / = einen Pol q^^ Ordnung hat, so wollen wir sagen, daß auch 
f{z) in z -= Zq einen Pol q^^ Ordnung besitzt. 

Nunmehr sprechen wir folgenden Satz aus: Eine für alle Werte 
von z definierte analytische Funktion, welche n- deutig ist und in der 
Ebene außer endlich vielen Polen nur algebraische Verzweigungssielien 
besitzt, ist eine algebraische Funktion; sie genügt einer algebraischen 

Gleichung 

C'»-f-r,(V)C«-^ + ... + r„U)-0, 

wo die Funktionen r^(z), r^[z)y ..., r^{z) rationale Funktionen von z sind. 

Eine analytische Funktion nennen wir «-deutig, wenn ihr De- 
finitionsbereich (vgl. § 4) die ;?- Ebene in der Umgebung mindestens 
einer Stelle mit n Blättern überdeckt, an keiner Stelle aber mit mehr 
als n Blättern. 

Um den behaupteten Satz zu beweisen, betrachten wir in der 
Umgebung eines Verzweigungspunktes P die n verschiedenen Funk- 
tionszweige fj, fj, ..., f^ der fraglichen Funktion; dabei sind sicher 
keine zwei der Zweige identisch gleich, weil sie sonst bei jeder analyti- 
schen Fortsetzung, d. h. überall, identisch gleich wären. Bei einem 
Umlauf um den Verzweigungspunkt gehen die Funktionszweige über 
in die Funktionszweige ^j, fg, ..., ^^; diese müssen eine Permutation 
der ursprünglichen Zweige darstellen; denn einerseits müssen sich 
wegen der «-Deutigkeit von f = f{z) die C;^ unter den f^ befinden, 
andererseits können nicht zwei der Zweige ^^, etwa f^ und C9» iden- 
tisch miteinander sein, weil sonst auch die Differenz f ^ — f^ als 
analytische Fortsetzung von ^i — C9 (bei umgekehrter Umkreisung 
des Punktes P) identisch Null sein müßte. Betrachten wir nun svm- 
metrische Verbindungen der n Funktionszweige f^, fg, ..., t^, etw'a 
die Größen 

- ''i(^) = fi + Ca + ••■ + C„, f,(z)^- C,C, + CiC + ... + C.-i;., 
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so müssen diese in der Umgebung jedes algebraischen Verzweigungs- 
punktes P eindeutig bleiben; sie können nach dem Vorangehenden 
dort nur entweder regulär sein oder einen Pol besitzen; denn jeder 
Zweig der Funktion besitzt an einer Stelle z, wenn er dort nicht 
regulär ist, einen Pol, in welchem er wie eine bestimmte Potenz von 
z — Zq unendlich wird. Dasselbe gilt für alle übrigen Punkte der 
j? -Ebene; also sind diese Funktionen nach dem zu Beginn dieses 
Paragraphen erwähnten Satze rationale Funktionen von z. Nun ge- 
nügt aber die Funktion ^s=^(^j der algebraischen Gleichung 

(C-f.)(f-C,)...(C-O = C-+r,(«)C-» + ... + f„W = 0, 
und damit ist die Behauptung bewiesen. 

Da man auch umgekehrt unschwer erkennt, daß eine Funktion, 
welche einer algebraischen Gleichung (l) genügt, keine anderen 
Singularitäten als Pole und algebraische Verzweigungen besitzen kann 
und höchstens n-deutig^) ist, so ist diese Eigenschaft für die alge- 
braischen Funktionen charakteristisch. 

Wir können hier nicht weiter auf die weitausgreifende Theorie 
der algebraischen Funktionen eingehen; der Leser wird gut tun, sich 
die einfachen, hier kurz entwickelten Begriffe am besten Selbst an 
Hand von Beispielen wie 

^^^z(z-i)\ c = V-?* - 1 + v'^^ - 1 , i: = yjz+Vz 

zu erläutern. 

Es sei noch besonders betont, daß man sich den Verlauf und den 
Zusammenhang der Funkt ions werte einer algebraischen Funktion am 
zweckmäßigsten durch eine über der ganzen 2: -Ebene ausgebreitete 
Riemannsche, Fläche dargestellt denkt, welche n Blätter besitzt, die in 
den algebraischen Verzweigungspunkten zusammenhängen und in ge- 
eigneter Weise aneinander geheftet sind. Für die tiefergehenden 
Untersuchungen Riemanns ist diese Fläche der Ausgangspunkt ge* 
wesen (vgl. die Ausführungen im Kap. 5, § 11). 

Neben das hier kurz dargelegte Prinzip der Charakterisierung 
von Funktionen durch ihre Singularitäten tritt mm in der Riemann- 
schen Funktionentheorie noch ein zweites ganz andersartiges geo- 
metrisches Charakterisierungsprinzip: Riemann legt die analytische Funk- 
tion durch die zugehörige konforme Abbildung fest. 

Wir haben in den vorangehenden Kapiteln erkannt, daß man 
einen Kreis in der f -Ebene, etwa den Einheitskreis, auf mannigfache 
Gebiete der ;?- Ebene konform abbilden kann. Riemann stellte sich 
die Frage, ob man umgekehrt das einfach zusammenhängende Gebiet 
in der z- Ebene, auf das der Kreis abgebildet werden soll, willkürlich 



^) Nämlich dann genau n^deutig, wenn die Gleichung (1) irreduzibel ist« 
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vorschreiben kann. Das fundamentale Ergebnis, zu welchem er — 
allerdings ohne ganz ausreichenden Beweis — gelangte, lautet: Man 
kann das Innere des Einheüskretses der ^-Ebene auf das Innere eines 
beliebig vorgegebenen einfach zummm;nhänjenien Ge'>ietes G der z- Ebene. 
wdches mindestens zwei Randpun/tte besitzt'-), umkehrbar eindeutig und 
konform durch eine analytische Funktion C ^^ f{^) abbilden und zwar 
genau auf eine Weise so, daß dabei in den beiden Gebieten je ein willkür- 
lich gewählter Punkt und durch diese je eine willkürliche Richtung einander 
entsprechen. Dieser Satz, dessen genaue Diskussion und dessen Beweis 
das nächste Kapitel enthält, sagt uns also, daß man die analytischen 
Funktionen geradezu durch die geometrische Gestalt der Figuren defi- 
nieren kann, welche bei der konformen Abbildung als Bilder des Ein- 
heitskreises, und natürlich ebenso jedes anderen einfach zusammen- 
hängenden Gebietes, sich ergeben. 

Bevor wir zum Beweise des Riemannschen Abbildungsprinzipes 
übergehen, wollen wir seine Fruchtbarkeit erläutern, indem wir zeigen, 
wie sich auf seiner Grundlage ohne irgendwelchen Formelapparat die 
Modulfunktionen (vgl. Abschnitt II, Kap. 4) und neue wichtige Funk- 
tionsklassen nebst ihren Haupteigenschaften ergeben; wir werden dabei 
außer dem Abbildungssatz nur noch das Spiegel ungsprinzip brauchen. 

§ 9. Modulfunktion und automorphe Funktionen. 

Wir definieren eine Funktion, indem wir von einer der denkbar 
einfachsten geometrischen Figuren ausgehen, dem nullwinkligen Kreis- 
bogendreieck, d. h. einem Dreieck, welches von drei kongruenten, ein- 
ander berührenden Kreisbögen gebildet 
wird (Flg. 104). Wir denken uns dieses 
Dreieck G im Einheit s kreise der 2-Ebene 
gelegen; dann lehrt das Riemannsche 
Abbildungsprinzip, daß es gewiß eine 
analytische Funktion C = fi") pti'- 
welche im Iimern von G definiert ist 
und welche das Innere von G auf die 
obere Halbebene derart abbildet, daß 
den Ecken des Dreieckes G die drei 
Punkte 0, l,oo der rtellen C-Achse ent- 
Fig, 104. sprechen. Wir dürfen natürlich, statt C 

auf den Einheitskreis abzubilden, ebenso 
die Abbildung auf die Halbebene zugrunde legen, die man ja durch 
eine einfache lineare Transformation aus dem Einheitskreis erhalt Wir 

') d h. nicbt aus der ganzen oder der durch einen einzelnen Punkt be- 
(ifrenzten, „punktierten", Ebene besieht; zu dem hier schon vorweg genommenen 
'allgemeinen Begriffe des einfachen Zusammenhanges vgl. S. 324. 



§ 9. Modulfunktion und automorphe Funktionen. 313 

bezeichnen die drei Dreiecksseiten mit I, II, III, ebenso die ent- 
sprechenden Stücke der reellen f- Achse mit I', II', III'. 

Der analytische Ausdruck unserer Funktion interessiert uns hier 
gar nicht; wir sind aus dem Riemannschen Abbildungssatz ihrer 
Existenz versichert und können sie nunmehr nach dem Spiegelungs- 
prinzip über das «Dreieck G hinaus analytisch fortsetzen. Spiegeln 
wir die f-Halbebene an einem der geradlinigen Stücke I', 11', III', so 
erhalten wir eine längs dieses Stückes mit der oberen Halbebene zu- 
sammenhängende untere Halbebene; entsprechend ergibt sich durch 
Spiegelung des Dreiecks G an der betreffenden Seite ein anliegendes, 
ebenfalls notwendig nullwinkliges Kreisbogendreieck, das zwar nicht 
mehr gleichseitig sein wird, aber das wiederum dem Einheitskreise 
der 2r- Ebene einbeschrieben sein muß; der Einheitskreis steht näm- 
lich auf dem Kreise, an dem gespiegelt wird, senkrecht, muß also 
durch die Spiegelung in einen Kreis übergehen, der den Spiegelkreis 
in denselben Punkten senkrecht trifft, d. h. er wird in sich trans- 
formiert. Gehen wir in derselben Weise weiter, indem wir jedes in 
der Figur der j?- Ebene vorhandene Kreisbogendreieck an seinen freien 
Seiten spiegeln und analog über der f- Ebene entsprechende obere 
und untere halbebenenförmige Blätter aneinanderreihen bzw. über- 
einander schichten, so gelangen wir einerseits über der f -Ebene zu 
einer recht komplizierten unendlich vielblättrigen Riemannschen 
Fläche, welche ihre Verzweigungspunkte in 0, 1, cx) besitzt; anderer- 
seits erhalten wir in der ^r- Ebene die ,yModulfigur'\ d. h. unendlich 
viele null winklige, dem Einheitskreise einbeschriebene und auf ihm 
überall senkrecht stehende Kreisbogendreiecke, welche den ganzen 
Einheitskreis ausfüllen, indem sie sich gegen jeden Randpunkt an- 
häufen. 

Diese letztere, anschaulich aus der Figur unmittelbar einleuch- 
tende elementargeometrische Talsache ergibt sich streng folgender- 
maßen: wir vollziehen den Spiegelungsprozeß derart, daß wir dabei 
stets die volle Svmmetrie wahren; als ersten Schritt nehmen wir 
gleichzeitig eine Spiegelung von G an den drei Seiten vor und 
gelangen so zu einem einbeschriebenen nullwinkligen Kreisbogen- 
sechseck; dieses spiegeln wir an jeder seiner sechs Außenseiten und 
gelangen so zu einem dem Einheitskreise einbeschriebenen nullwink- 
ligen 30-Eck, usw.; man erkennt nun, daß von den Eckpunkten die 
ganze Kreisperipherie überall dicht bedeckt wird. Denn wäre y ein 
Bogen des Einheitskreises, welcher von Eckpunkten der gespiegelten 
Kreise frei bliebe, so müßte es unendlich viele ineinandergeschachtelte 
Orthogonalkreisbögen geben, welche sich über dem Bogen y bzw. 
einem diesen enthaltenden Bogen des Einheitskreises wölben. Diese 
Kreise müßten gegen einen Kreisbogen konvergieren, der sich eben- 
falls über y wölbt und mit dem Bogen y oder einem größeren Bogen 



314 HI, 4. Weitere Abbildungen. 

des Einheitskreises ein von unseren Dreiecken nicht angetastetes 
Gebiet G* begrenzt Dies kann jedoch nicht sein, da wir sicherlich 
zu Punkten im Inneren dieses Gebietes gelangen, wenn wir das Aus- 
gangsdreieck oder ein anderes an einem geeigneten derjenigen Ortho- 
gonalkreise spiegeln, welche die Begrenzung von G* beliebig nahe 
approximieren. Andererseits überdeckt das einbeschriebene nullwink- 
lige n-Eck bei hinreichend großem n das Kreisinnere beliebig genau, 
wenn die Eckpunkte bei wachsendem n hinreichend dicht liegen. 

Die Funktion C(z) bildet nun gemäß dem Spiegelungsprinzip 
das ganze Innere des Einheitskreises der 2 -Ebene auf die vorher ge- 
schilderte Riemannsche Fläche konform ab; zwei längs einer Seite 
zusammenstoßenden Dreiecken entspricht dabei immer ein ganzes 
Exemplar der f -Ebene. Die Funktion ^(z) nimmt also im Inneren 
des Einheitskreises jeden Wert außer 0, 1, 00 unendlich oft an, 
während diese Werte selbst nirgends angenommen werden: auf 
dem ganzen Rande ' des Einheitskreises ist die Funktion f (2) singulär: 
denn in der Umgebung jedes Punktes häufen sich die Kreisbogen - 
dreiecke, und es wird daher in beliebiger Nähe jedes Randpunktes 
jeder Wert außer 0, 1, cx) unendlich oft angenommen, was gewiß 
in der Umgebung eines regulären Punktes nicht möglich wäre. Der 
Einheitskreis ist also eine singulare Linie der Funktion f (;?), und 
diese Funktion kann somit auf keine Weise über diesen Kreis hinaus 
fortgesetzt werden, sie besitzt den Einheitskreis zur natürlichen Grenze. 

Diese als „Modulfunktion'* bezeichnete Funktion ist das einfachste 
Beispiel einer analytischen Fimktion mit dieser Eigenschaft, eine natür- 
liche Grenze für den Existenzbereich zu besitzen. 

Auch die weiteren merkwürdigen Eigenschaften der Modulfunktion 
ergeben sich direkt aus unseren geometrischen Betrachtungen. 
Nehmen wir in der ^- Ebene zwei sukzessive Spiegelungen vor, so 
gelangen wir zum Ausgangswert f zurück (wenngleich wir den Punkt 
in ein anderes Blatt verlegt denken); in der z-Ebene aber bedeutet, 
wie aus Kap. 3, § 1 folgt, die Ausführung zweier Spiegelungen hinter- 
einander eine -gewisse lineare Transformation / = — ~ der Variablen ; 

yz + ö 

und nunmehr haben wir offenbar die Beziehung 

Die Modulfunktion gestattet lineare Transformationen in sich. Wir 
erhalten alle solchen zur Modulfunktion gehörigen linearen Trans- 
formationen, indem wir auf alle möglichen Weisen eine gerade An- 
zahl von Spiegelungen unserer Dreiecksfigur aneinanderreihen. Diese 
sämtlichen Transformationen bilden eine Gruppe von Transformationen ; 
das besagt, daß eine durch Zusammensetzung zweier Transformationen 
entstehende lineare Transformation wieder zur Modulfunktion gehört. 
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Man nennt solche eindeutigen Funktionen einer Variablen z, 
welche bei einer Gruppe von linearen Transformationen der Variablen z 
ihren Wert nicht ändern, automorphe Funktionen, Die Modulfimktion 
ist nächst den elliptischen Funktionen das einfachste nicht elementare 
Beispiel dieser für die höhere Funktionentheorie sehr wichtigen 
Funktionsklasse. 

Wären wir bei der ganzen vorangehenden Betrachtung nicht von 
dem nullwinkligen Kreisbogendreieck ausgegangen, sondern von dem 
sechsten Teil dieses Dreiecks, d. h. einem Dreieck mit dem 



Winkeln 0. 



71 



n 



, , welches von einem Kreisbogen und zwei geraden 

Strecken begrenzt wird, so würden wir ganz ebenso durch das 
Spiegelungsprinzip zunächst zu dem vorigen nullwinkligen Dreieck, 




Fig. 105. 



sodann zur früheren Modulfigur gelangen, und analytisch zu einer 
neuen Modulfunktion J{z), welche ebenfalls den Einheitskreis zur 
natürlichen Grenze besitzt. In Fig. 105 ist die entsprechende Dreiecks- 
einteilung gezeichnet, wobei vorher der Einheitskreis auf die obere 

Halbebene abgebildet ist und den Dreiecksecken die Punkte 0, —^^ » * 

entsprechen. Zwei benachbarte Dreiecke sind dabei am linken Ende 
der Figur abwechselnd weiß und schraffiert gezeichnet Wir erkennen 
in dieser Funktion leicht auf Grund von § 1 die schon im Abschnitt II, 
Kap. 4, § 3. behandelte Funktion J (z) wieder. 

Weitere automorphe Funktionen können wir auf ähnlichem Wege 
aus dem Riemannschen Prinzip erhalten, indem wir allgemeinere 
Kreisbogenpolygone zugrunde legen. Gehen wir von einem Kreis- 
bogenpolygon aus, welches ganz im Einheitskreise der z- Ebene liegt, 
und dessen n Seiten sämtlich den Einheitskreis -senkrecht schneiden, 
so können wir das Innere von G durch eine Funktion f {z) wiederum 
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auf die obere f-Halbebene abgebildet denken, wobei den n-Eck- 
punkten gewisse « Punkte auf der reellen f-Achse entsprechen 
werden. Wir können genau wie oben bei der Modulfunktion durch 
fortlaufende Spiegelung des Kreis bogen pol ygones an seinen Seiten 
bzw. der Halbebene an ihren geradlinigen Randstücken die Funktion 
analytisch fortsetzen; dabei erhalten wir eine unendlichvielblätlrigc 
Riemannschc Fläche über der f-Ebene, während sich inder^-Ebene 
unendlich viele, den Halbebenen der Riemannschen Fläche entsprechende 
Kreisbogen polygen e aneinanderreihen; aus demselben Grunde wie 



Fig. 106. 

oben müssen diese Polygone sämtlich ihre Seiten senkrecht zum 
Einheilskreise behalten; der Einheitskreis ist „Orthogonalkreis" für 
die Funktion. 

Wir sorgen nun dafür, daß die Figur aus Kreisbogenpolygonen. 
welche wir erhallen, zu einer einfachen Überdeckung des Einheit? 
kreises führt, und zwar so, daß dabei um jeden im Innern gelegenen 
Eckpunkt eine gerade Anzahl von Polygonen herumliegt; zu diesem 
Zwecke müssen wir die Winkel zwischen den aneinanderstoßenden 



Seiten des «-Ecks als von der Form - 



annehmen, wobei 



fj, r,, ..., r„ ganze rationale Zahlen oder oo sind. Als Beispiel is; 
in der Fig. 106 der Fall « = 3, r, = 2, r, = 7, r^ =3 gezeichnet. 
Eine nähere, hier zu übergehende, elementargeometische Diskussion 
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ergibt, daß die so entstehenden Polygone dann zu einer einfachen 
und lückenlosen Überdeckung des Einheitskreises führen, wobei sie 
sich gegen jeden Randpunkt dieses „Grenzkreises" häufen; ohne 
weiteres erkennen wir, daß die so gewonnene Funktion f (xr) wieder 
eine eindeutige automotfhe Funktion von z ist; denn einer zwei- 
maligen Spiegelung in der z- Ebene entspricht Rückkehr zum Aus- 
gangswert f ; in der 2 -Ebene dagegen liefert eine zweimalige Spiege- 

lung eine lineare Transformation ^' = — ^, und es wird somit 

Genau wie bei der Modulfunktion besitzt also unsere Funktion l^[z) 
eine Gruppe linearer Transformationen, bei welchen die Funktion 
nicht geändert wird. Man nennt diese Funktionen automorphe Funk- 
tionen mit Grenzkreis. 

Auf ein genaueres Studium dieser Funktionen, welches ein Ein- 
dringen in die geometrisch gelieferte Transformationsgruppe erfordert, 
müssen wir hier verzichten; der Leser findet eine ausführliche Dar- 
stellungin der Monographie Fricke-Klein , „Automorphe Funktionen"^). 
Wir wollen jedoch von der Tatsache der Existenz der Modulfunktion 
noch eine wichtige Anwendung machen, indem wir den Picardschen 
Satz für ganze transzendente Funktionen beweisen. 

§ 10. Der Picardsche Satz. 

Dieser Satz, welcher eine Vertiefung des Weierstrassschen Satzes 
aus Abschnitt I, Kap. 5, § 7 darstellt, läßt sich folgendermaßen aus- 
sprechen: Jede ganze transzendente Funktion^), welche ktine Konstante 
ist, nimmt beliebige vorgeschriebene Werte höchstens mit einer Aus- 
nahme an. 

Daß eine solche Ausnahme möglich ist, lehrt das Beispiel der 
Exponentialfunktion, welche ja nirgends verschwindet. 

Zum Beweise des Picardschen Satzes nehmen wir an, eine ganze 
transzendente, d. h. in der ganzen Ebene eindeutige und mit Aus- 
nahme des Punktes z ^= Oü reguläre Funktion G (z) nähme zwei Werte, 

etwa G -^ a, G =^ b nicht an; dann ist f ^- g(z) == —^~ eine ganze 

transzendente Funktion, welche die Werte und 1 nicht annimmt; 
den Wert cx) nimmt sie nach Definition nicht an, da sie überall im 
Endlichen regulär ist. Es sei ^ = w (r) die erste im vorigen Paragraphen 
definierte Modulfunktion, derart, daß der Einheitskreis der r- Ebene 



») Leipzig 1897. 

*) d. h. für alle endlichen z reguläre, nur im Unendlichen wesentlich sin- 
gulare (somit eindeutige) Funktion. 
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auf die Modulfläche über der f -Ebene abgebildet wird. Wir be- 
trachten die Umkehrfunktion t(C), welche zwar unendlich vieldeutig 
ist, da sie über den Stellen 0, 1, oo Verzweigungspunkte besitzt, von 
der wir jedoch irgendeinen Zweig herausgegriffen denken können, 
indem wir von einem Wert f und einem zugehörigen r ausgehen 
und dann stetig an diese Zuordnung anschließen. Setzen wir nun 
als Argument f die transzendente Funktion C = ^ (z) ein, so gelangen 
wir zu einer Funktion t(g(z))= T(z)y welche wir näher zu unter- 
suchen haben. Wir behaupten, daß T{z) eine in der ganzen r -Ebene 
definierte reguläre, eindeutige Funktion von z wird. In der Tat ist T (z 
für jeden Wert von z definiert und regulär, da ^ ==^ g(z) niemals gleich 
0, 1 oder oo wird, also die Umkehrung der Modulfunktion m (t) = C für 
jeden so erhaltenen Wert f definiert ist. Femer kann die Funktion T {z } 
für keinen Wert z = Zq einen Verzweigungspunkt besitzen; denn wenn 
der Wert z in einem hinreichend kleinen Kreise einen Punkt Zq um- 
läuft, muß der Bildpunkt f einen über der f- Ebene geschlossenen 
Weg bestreichen, der sicherlich nicht einen der Punkte 0, 1 oder :x 
umkreisen kann; also führt dieser Wert C beim Umlauf den Funk- 
tionswert t(C)= T zum Ausgangswert zurück; d.h. eben T{z) ist in 
der Umgebung jeder Stelle z eindeutig. Mithin muß T{z) wieder 
eine ganze Funktion sein. Nun liegen aber alle Funktionswerte T \z 
^^t{C) dieser Funktion im Einheitskreise \T\^1; also muß diese 
Funktion nach dem Satze von Liouville (siehe Abschnitt I, Kap. 3 § 8) 
eine Konstante sein, was offenbar nur möglich ist, wenn auch der Wen 
des Argumentes C, d. h. die ursprüngliche Funktion g{z) = ^ eine 
Konstante ist. Damit haben wir den Picardsch^n Satz bewiesen^). 

§ 11. Die Abbildungsfunktionen von Kreisbogenpolygonen 
als Lösungen von Differentialgleichungen. 

Während wir die Funktionen f = /'(z), welche die konforme Ab- 
bildung eines geradlinigen Polygons der ^-Ebene auf die obere 2:-Halb- 
ebene^) liefern, explicite darstellen konnten, haben wir dasselbe Ziel 
bei allgemeinen Kreisbogenpolygonen noch keineswegs erreicht. Wir 
wollen hier noch in Kürze zeigen, daß diese Funktionen gewissen Diffe- 
rentialgleichungen genügen, welche wir auf Grund der geometrischen 
Daten aufstellen können und welche umgekehrt für die fragliche konforme 
Abbildung charakteristisch sind; in diesen Differentialgleichungen, deren 
hitegration ja stets, nötigenfalls durch Potenzreihenentwickelungen, mit 
Hilfe expliziter Formeln zu bewerkstelligen ist, hat man dann den 

^) Bei diesem Beweise wird von den Eigenschaften der Modulfunktion 

wesentlich nur gebraucht, dafi ihr Existenzbereich einen Teil der Ebene frei läßt. 

'*) Man beachte, dafi hier die Rolle von t und z g^egenOber § 9 vertauscht ist. 
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Ersatz für die formelmäßige Darstellung der Abbildungsfunktionen 
zu erblicken. 

Um zu der Differentialgleichung zu gelangen, knüpfen wir an 
die Betrachlungen von § 7 an; wir denken uns das Kreispolygon 77 
mit den Winkeln a^^jc, a^n, . . ., a^n konform auf die obere z-Halbebene 
abgebildet, wobei den Ecken sukzessive die Punkte a^, a^, ..., a^ auf 
der reellen Achse entsprechen mögen. Die konforme Abbildung läßt 
sich nun nach dem Spiegelungsprinzip unbegrenzt fortsetzen, wobei 
man nach einer geraden Anzahl von Spiegelungen über der ^r-Ebene 
immer wieder zum selben Werte z gelangt, während dieser Operation 
in der f-Ebene eine lineare Transformation 

^^^ ^ yC + ö 

entspricht; auch wenn sich also die Doppelpolygonfigur über der 
f Ebene nicht schließt, wenn also z{C) keine eindeutige Funktion ist, 
behält sie doch den durch die Gleichungen z(C*) = z{C) ausgedrückten 
atUomofphen Charakter y während man ^(z) eine linear polymorphe 
Funktion zu nennen pflegt. Diese lineare Polymorphie läßt sich 
folgendermaßen erklären: Die Funktion ^{z) ist außer für z = a^y 
a,, ..., a^ in der Umgebung jedes Punktes der z-Ebene eindeutig und 
nirgends wesentlich singulär; bei Umlauf des Punktes z um einen der 
Punkte Äy erfährt f eine lineare Substitution (l). 

Aus dieser Eigenschaft folgt leicht, daß f die Lösung einer ge- 
wissen Differentialgleichung dritter Ordnung sein muß. Um dies ein- 
zusehen, wollen wir einen Differentialausdruck [f] für eine willkürliche 
analytische Funktion f herstellen, welcher gegenüber allen linearen Trans- 
formationen von f invariant ist, das heißt bei Definition von f * durch (1) 
der Relation [f *] = [f] genügt, ebenso wie der Ausdruck f ' gegen 

die Transformation C* = C + /?, der Ausdruck — , gegen die Trans- 

formation f* = af und der Ausdruck --^ gegen die Transformation 

f * = af -f- /? invariant ist. 

Um den fraglichen Differentialausdruck zu erhalten, differenzieren 

wir die Relation 

f *(K + «5) = «f + i» 
dreimal und finden so die Gleichungen 

y(f*f)' +<5^*' -af =0 

y(C*f)"+«Jf*"-«r = 

y(rf)"'+<5C*"'-ar'=0, 
aus welchen sich durch Elimination der Konstanten y, b, a. ergibt: 

(c*0" f*" r 1 = 0, 
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eine Gleichung, die nach einfacher Umformung die Gestalt 

annimmt; wir haben hiernach in dem Ausdruck 

(2) [f ] = '^%>.^^ 

einen Differentialausdruck dritter Ordnung mit der gesuchten Invarianz- 
eigenschaft, einen Ausdruck, den man in der Literatur unter dem 
Namen „Schwarzscher Differentialparatneter" findet, wenngleich er schon 
vor Schwarz bei Lagrange und anderen Autoren vorkommt^). 

Nunmehr verstehen wir unter f unsere linear polymorphe Funktion 
und schließen sofort, daß der für sie gebildete Schwarzsehe Diflferen- 
tiali>arameter sich in der ganzen jzr-Ebene eindeutig verhält; da weiter 
wegen der vorausgesetzten Konformität der Abbildung C' (z) nirgends 
in der oberen Halbebene verschwindet, so erkennt man — wir dürfen 
annehmen, daß der Ausgangszweig ^{z) in der oberen Halbebene 
keinen Pol hat — , daß [f] lediglich in den Punkten a^, a^, ..., a^ 
Singular werden kann. Wir behaupten, daß diese Singularitäten Pole 
sein müssen; man erkennt dies sofort aus der Erwägung, daß wir es 
sonst mit einer wesendich singulären isolierten Eindeutigkeitsstelle zu 
tun hätten, in deren Umgebung [t] jedem beliebigen Werte beliebig 
nahe kommen müßte, was offenbar widersinnig ist; explizite schließen 
wir besser folgendermaßen: Nehmen wir ohne Beschränkung der All- 
gemeinheit etwa an: a^ = 0, lim f (j?) = 0, so wird bei der konformen 

« = o 
Abbildung der oberen Halbebene auf das Kreisbogenpolygon der ge- 
streckte Winkel jt an der reellen Achse in den Winkel a^^ verwandelt; 
die Funktion f wird also bei der Substitution ^ = 2:<"i eine in der L^m- 
gebung des Punktes / = umkehrbar eindeutige Funktion von t werden, 
muß sich daher in eine Potenzreihe nach Potenzen von t entwickeln 
lassen, welche die Form Cj^^ + ^a^^H" ••• (^i 4"^) haben muß, weil C(t) 
für ^ = eine einfache Nullstelle besitzt. Indem wir nun durch Diffe- 
rentiation aus f (2r) = Cj-?'»» + CgX:*"» + . .. den Ausdruck [f] bilden, 
finden wir nach kurzer Rechnung, daß er in der Umgebung vonz=0 
eine Entwickelung der Form 

besitzen muß, wo ^(z) eine für z = reguläre Potenzreihe in z ist 
Damit haben wir den polaren Charakter der Singularität von [f] be- 
stätigt und zugleich den meromorphen Teil für diesen Pol angegeben. 
Da die Funktion [C] also bis auf endlich viele Pole überall in der 

^) H. A. Schwarz hat in einer grundlegenden Arbeit die Bedeutung dieses 
Ausdruckes erst zur rechten Geltung gebracht. (Ges. Abhandl. Bd. 2, S. 211ft. 
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Ebene regulär und überdies eindeutig ist, so muß sie eine rationale 
Funktion sein. Wir haben also das Resultat: Jede linear polymorphe 
Fuftktion C{z) genügt einer Differentialgleichung dritter Ordnung 

(3) [f] = RW, 

wobei R{z) eine rationale Funktion von z ist. 

Die explicite Angabe dieser rationalen Funktion bereitet keinerlei 
Schwierigkeiten, nachdem ihre meromorphen Teile bekannt sind; im 
Falle n = 3 lautet sie 






-l)(a,-a,){fl4--fl^) 
) 



, (a»*-l)(fl8~gt)(fl,-a^ ) 



Die Differentialgleichung (3) hat die bemerkenswerte Eigen- 
schaft, daß man ihre sämtlichen Lösungen kennt, wenn man eine 
von ihnen C besitzt; aus dem Vorangehenden ergibt sich nämlich 
unmittelbar, daß jede Lösung C* von (3) eine lineare Funktion von 
eir^r unter ihnen, Cy ist; da umgekehrt diese lineare Funktion drei 
wiükürliche Konstanten enthält, so gewinnen wir auf diese Art auch 
das allgemeine Iniegral der Differentialgleichung (3). 

Die Theorie dieser Differentialgleichung ist aufs engste verknüpft 
mit der Lehre von den linearen homogenen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit rationalen Koeffizienten. Eine Lösung der Differential- 
gleichung (3) läßt sich auf mannigfache Weise auf^sen als Quotient 
zweier partikulärer Integrale solcher linearer Differentialgleichungen, 
und umgekehrt genügt der Quotient zweier linear unabhängiger Lö- 
sungen einer Differentialgleichung zweiter Ordnung einer Gleichung 
von Typus (3). Insbesondere führt der Fall w = 3 auf die hyper- 
geometrische Differentialgleichung, 

Auf diese wichtigen und schönen Zusammenhänge kann hier nur 
hingewiesen werden*). 



^) Der Leser findet Näheres z. B. in den Werken von Klein, „Vorlesungen 
über das Ikosaeder", autographierte „Vorlesungen Über die hjpergeometrische 
Funktion'' und über „Lineare Differentialgleichungen^'; ferner bei Schlesinger, 
Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen! wo die weitere 
Literatur nachgewiesen ist. 
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5. Kapitel. 

Das Riemannsche Abbildungsprinzip 
und die Existenztheoreme der Funktionentheorie. 

Wir wollen nunmehr das Rionannsche Abbildungsprinzip be- 
weisen und die damit zusammenhängenden Fragen erörtern. Dabei 
wird sich zeigen, daß man von selbst zu sehr viel weiter reichenden 
Formulierungen und Ergebnissen geführt wird, als der in § 8 des 
vorigen Kapitels aufgestellte Satz besagt. Wir wollen zunächst zeigen, 
daß wirklich die Abbildungseigenschaften der analytischen Funktionen zu 
deren Charakterisierung hinreichen; sodann werden wir das Abbildungs- 
prinzip gleich für einen n-fach zusammenhängenden Bereich formu- 
lieren und beweisen, wobei sich die Gültigkeit des Satzes für Bereiche 
sehr allgemeiner Natur ergeben wird. Es ist dabei wesendich, daß 
der Bereich stets als aus nur inneren Punkten bestehend aufgefaßt 
wird, daß also die Berandung nicht zum Bereiche selbst gerechnet 
wird. Wir nennen ein solches Gebiet ein offenes Gebiet. Das Ver- 
halten der Abbildungsfunktionen auf dem Rande werden wir besonders 
studieren« Ferner sollen noch diejenigen weitergehenden Existenz- 
theoreme bewiesen werden, welche für den systematischen Aufbau 
einer tieferen Theorie insbesondere der algebraischen Funktionen nötig 
sind. Alle Existenzbeweise werden wir so führen, daß dabei gleich- 
zeitig, wenigstens im Prinzip, ein Weg zur wirklichen Konstruktion der 
in Frage stehenden Funktionen gewiesen wird. 

§ 1. Charakterisierung analytischer Fuhktionen durch 

ihre Abbildungseigenschaften. 

Die Tatsache, daß eine analytische Funktion f (z) im wesentlichen, 
d. h. bis auf eine lineare Transformation, eindeutig festgelegt ist, 
wenn man das einfach zusammenhängende Gebiet der ;?- Ebene kennt, 
auf welches sie den Einheitskreis der C- Ebene abbildet, ergibt sich 
fast unmittelbar aus folgendem Satze: 

Eine analytische Funktion Ci(f)» welche den Einheitskreis der 
C- Ebene in sich abbildet, ist eine lineare Funktion, 

In der Tat können wir die Funktion f ^ (f) nach dem Spiegelungs- 
prinzip über den Einheitskreis hinaus in die ganze C- Ebene fortsetzen; 
die so entstehende Funktion bildet die volle f -Ebene umkehrbar 
eindeutig auf die volle f^ -Ebene ab. Wir können von vornherein 
annehmen, daß fj(0) = ist, da wir sonst mittels einer linearen 

Transformation f ^* = ri4 — %y wo « — Cj (O) gesetzt ist, die Funktion 
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CiiC) durch eine dieser Forderung genügende Funktion Ci*(C) er- 
setzen könnten, welche ebenfalls den Einheitskreis der ^-Ebene in 
den Einheitskreis der f^* -Ebene überführt Die Funktion fi(C) muß 
für f = oo den Wert oo annehmen, hat dort also einen Pol, während 
sie für alle endlichen Werte von f regulär ist; also ist Ci*(C) eine 
rationale ganze Funktion, f ^ = «o + *i ^ + • • • + ^n ^**' ^^ behaupten, 
daß der Grad n dieser Funktion gleich 1 ist. In der Tat würde sonst 
die Gleichung C^' = a^ + 2 a, C + • • • = O nündestens eine Lösung Cq 
besitzen. Dann aber würde durch die Funktion ^ = Ci (C) die Um- 
gebung der Stelle Cq in der f-Ebene auf die mehrfach überdeckte 
Umgebung der entsprechenden Stelle Ci(Co) der f^ -Ebene abgebildet 
werden, der Punkt Cq wäre ein „Kreuzungspunkt" von f ^ (C), der Wert 
f 1 (fo) ^^ Verzweigungspimkt der Umkehrfunktion f (f J (vgl. Kap. 2, § 3); 
diese Tatsache aber widerspräche der eindeutigen Umkehrbarkeit von 
Ci (f)' ^^° ist n = 1, und mithin ist Ci(C) eine lineare Funktion, welche 
wegen f^ (0) = die Form f ^ = «f haben muß; da für | f | = 1 auch 
I f j I = 1 ist, so wird | a | = 1. Setzen wir also noch voraus, daß für 
f = die Ableitung f j' (0) reell und positiv ist, so wird a = 1 , d. h. 
die Transformation hat die Gestalt f^ = f , sie ist die „identische 
Transformation". Wir haben damit nicht nur unseren Satz bewiesen, 
sondern weiter gezeigt, daß die Transformation eindeutig bestimmt 
ist, wenn der Wert f ^ (0) und die Amplitude der Ableitung f j' (0) vor- 
geschrieben wird. 

Aus dem Bewiesenen folgt nun sofort der gewünschte EindeuHff" 
keits9atzi Es kann nicht mehr als eine analytische Funktion ^{z) 
gehen, welche das Innere eines einfach zusammenhängenden Bereiches 
G der Z' Ebene auf das Innere des Einheitskreises der l^- Ebene unv- 
kehrbar eindeutig und konform so abbildet, daß zwei vorgegebene Liniere 
elemente (Punkt und Richtung durch den Punkt) in den beiden Ge- 
bieten einander entsprechen. 

Wir haben nämlich, wenn ^(z), Ci(^) zwei solche Funktionen 
sind,^ in der Funktion fj(C) eine lineare Funktion, welche den Ein- 
heitskreis in sich abbildet und dabei ein Linienelement im Inneren 
ungeändert läßt; da wir dieses Element unbeschadet der Allgemein- 
heit im Nullpunkt annehmen dürfen und seine Richtung in die posi- 
tive reelle Achse legen können, so schließen wir sofort f^ = f, was 
gerade 'die Aussage unseres Eindeuiigkeitstheoremes ist. — Weitere 
Beweise und Verallgemeinerungen dieses Satzes sind in §§ 10, 14 ent- 
halten. 

Daß nun eine solche Abbildungsfunktion tatsächlich existiert, 
wenn der Bereich G in außerordendich weitgehender Weise willkür- 
lich bleibt, das ist der wesentliche Inhak des Riemannschen AbbU- 
dungssatzes. 

21* 



324 ni, 5. Das Riemannsche Abbildungsprinzip. 

§ 2« Der Siemannsche Abbildungssatz und seine 

Verallgemeinerungen. 

Wir werden zu einer besonders zweckmäßigen und weitgehender 
Verallgemeinerung fähigen Form des Abbildungssatzes und zugleich 
zu einem Beweisansatz geführt, wenn wir uns im Sinne Rietnanns 
von der anschaulichen Vorstellung der Strömung leiten lassen. Dabei 
betrachten wir einen über der ;j:-Ebene gelegenen Bereich G, von 
dem wir fürs erste annehmen wollen, daß er „schlicht*^ ist, d. h. die 
Ebene nirgends mehrfach überdeckt, welcher jedoch mehrfach, etwa 
n-fach zusammenhängend sein darf. Wir definieren dabei, um nicht 
wie im Kap. 2, § 4 auf „Randkurven'' uns beziehen zu müssen, den 
n- fachen Zusammenhang folgendermaßen: Zunächst verstehen wir 
imter einem QutrschniU Q ein stetiges, sich selbst nicht überschnei- 
dendes Kurvenstück ^), dessen beide Endpunkte Randpunkte des Ge- 
bietes G sind; dann heißt das Gebiet G n-fach zusammenhängend^ wenn 
es durch je n voneinander getrennte Querschnitte sicherlich in getrennte 
Teilgebiete zerlegt wird, während man geeignete « — 1 Querschnitte 
ziehen kann, ohne daß G in Stücke zerfällt. 

Unter einem zuBanMnenhängenden Mandetüek des Gebietes ver- 
stehen wir eine solche Punktmenge F von Randpunkten, • daß jeder 
Querschnitt, welcher seine beiden Endpunkte auf F hat, das Gebiet 
G zerlegt; insbesondere kann ein solches Randstück sich auf einen 
isolierten Punkt reduzieren. Man erkentit anschaulich unmittelbar, daß 
die hier gegebene vorsichtigere Formulierung der Begriffe im Ein- 
klang steht mit der Definition aus Kap. 2, § 4, wo das n-fach zu- 
sammenhängende Gebiet als ein Gebiet mit n jgetrennten Randkurven 
erklärt wurde. Unsere jetzige Definition ist insofern allgemeiner, als 
man unter Umständen nicht mehr von Randkurven sprechen kann, 
wie spätere Beispiele (§ 7) erläutern werden. Genau dieselben 
Definitionen und Überlegungen gelten für Gebiete auf der Kugel; 
wir sehen hieraus, daß unsere Begriffe auch noch anwendbar bleiben, 
wenn das Gebiet den unendlich fernen Punkt im Innern oder auf dem 
Rande enthält. 

Bei der Definition der Zusammenhangszahl können wir jede Be- 
ziehung auf die Randpunkte vermeiden, wenn wir unter einem Quer- 
schnitt des Gebietes G allgemeiner eine solche Kurve verstehen, welche 
in jedem ganz im Inneren von G liegenden Teilgebiet, soweit sie in 
diesem verläuft, stetig ist und in G weder sich schließt noch endigt. 
Es sei ferner schon hier darauf hingewiesen, daß unsere Definition 
auch dann noch ebenso brauchbar bleibt, wenn der Bereich G die Ebene 

1) Vgl. Anm. 1) auf S. 48. 
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nicht mehr einfeich überdeckt, sondern als i^f^mannsche Fläche über 
der ;;- Ebene ausgebreitet ist. 

Wir stellen uns vor, daß wir in einem solchen Bereich G 
einen Strömungsvorgang erzeugen, indem wir in einem inneren Punkte, 
etwa dem Punkte mit den Koordinaten x = 0, y = {z =^ x -^ i^) 
eine Doppelquelle (Dipol) auf die Oberfläche aufsetzen^); das Potential 

u(Xf y) der Strömung möge also in etwa die Singularität ^ ^ 

besitzen, das konjugierte Potential t; (x, y) die Singularität -j—--^ . 

Wir wollen uns zunächst durch rein heuristische Betrachtungen 
eine Vorstellung von dem Verlauf der entstehenden Funktionen ver- 
schaffen. 

Die Strömung muß längs der Kurven v = konst. erfolgen, indem 
der Strom aus der Doppelquelle in parallel zur Af-Achse austritt 
und wieder dorthin in derselben Richtung zurückkehrt, wie das in 
Fig. 93 auf S. 281 gekennzeichnet 
ist. Längs einer geschlossenen 
Kurve v = konst., welche keinen 
Kreuzimgspunkt enthält, werden 
sich die Werte von u monoton 
von — oo bis + ^^o ändern, wenn 
wir von ausgehend zu zurück- 
kehren; denn es ist zufolge der 
Cauchy-Riemannschen Gleichungen 




du dv ^ j- • T>- t_ 

^ = T— , unter s die m Richtung 

der Strömung gemessene Bogen- 
länge auf der Strömungslinie, 
unter v die Länge auf der nach 
der linken Seite genommenen Nor- 
male verstanden; und da die Werte 
von V auf der einen Seite der 
Kurve v = konst. größer, auf der 
anderen Seite kleiner sind als konst., 

so hat X- längs der ganzen Kurve t; = konst. ein konstantes Vorzeichen. 

Es ist nun ohne weiteres plausibel, daß das Bild der Strömungs- 
kurven so aussieht, wie es in der Figur 107 für den Fall n= 2 an- 
gedeutet ist, d. h. daß Kreuzungspunkte der Strömung in G nirgends 
entstehen, und daß alle Kurven v = konst. einfach geschlossene durch 
gehende, ganz im Innern von G verlaufende Kurven sind, mit Aus- 



Fig. 107. 



^) Wir denken uns z. B. die Oberfiflche elektrisch leitend, und setzen in 
O einen elektrischen Dipol auf. 
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nähme von zwei Kurven i; = c^ und v = c^, von denen jede auf 
eines der beiden zusammenhängenden Randstücke von G mündet und 
sich auf diesem gewissermaßen in zwei Stromäste spaltet, die in 
entgegengesetzter Richtung um das Randstück herumführen, sich an 
einem Randpunkte wieder vereinigen und durch das Innere nach O ge- 
meinsam zurückfließen. Diese beiden Ausnahmestromlinien können 
natürlich auch zusammenfallen. 

Jede Stromhnie, welche ganz im Inneren verläuft, wird durch die 
analytische Funktion ^ = u-{-%v== f(z) auf eine volle Gerade v = konst. 
der C- Ebene umkehrbar eindeutig abgebildet, wobei der Punkt dem 
Punkte ^ = 00 entspricht; lassen wir den Wert der Konstanten von 
— cx) bis -{-00 monoton wachsen, so wird die Gerade v = konst. 
die ganze ^- Ebene einmal überstreichen; nur bei den Ausnahme- 
geraden i;==Cj, v = c, haben wir zu beachten, daß nicht ihre sämt- 
lichen Punkte inneren Punkten von G entsprechen; vielmehr wird 
zu dem betreffenden Randstück von G eine Strecke auf der Geraden 
t; = Cj bzw. V = c^ gehören, so daß man also die C-Ebene längs 
zwei, allgemein längs n, solchen geradlinigen Strecken parallel zur 
reellen Achse aufgeschnitten denken muß; einen solchen Bereich 
wollen wir einen geradlinigen SehlUxbereieh nennen. Dann wird durch 
unsere Betrachtung folgender Satz plausibel: Jeder in der z- Ebene 
liegende schlichte n-fach zusammenhängende Bereich läßt sich umkehrbar 
eindeutig und konform durch eine analytische Funktion C = f{^) ä«/ 
einen geradlinigen Schlitzbereich der C- Ebene abbilden, und zwar so, 
daß sich dabei die Abbildungsfunktion f{z) an einer gegebenen Stelle 
= Zq in G bei gegebenem a in der Form darstellen läßt 

wobei g{z) für z == Zq regulär ist. 

Den beiden Ufern des Schlitzes werden dabei natürlich verschie- 
dene Teile des zugehörigen Randstückes von G entsprechen. Unter 
Umständen können ein oder mehrere Schlitze sich auf einzelne Punkte 
reduzieren. Dann wird die Umkehrfunktion z{C) in der Umgebung 
dieses Punktes überall eindeutig, regulär und beschränkt^) bleiben, muß 
also in den Punkt selbst hinein regulär fortgesetzt werden können, 
d h. der betreffende Punkt f in der f- Ebene entspricht einem iso- 
lierten Grenzpunkt von G, den man ebensogut hätte weglassen 
können. 

Für den Fall n= 1 haben wir in unserem Resultate den Riemann- 
sehen Abbildungssatz; denn wenn G nicht aus der ganzen oder der 



^) Falls, wie wir annehmen dürfen, der Punkt z = 00 nicht auf der Be- 
grenzung von G liegt. 
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^^punktierten" z-Ebene besteht, so können wir also G auf die mit einem 
geradlinigen Schlitz versehene f -Ebene konform abbilden; wir dürfen 
den Schlitz durch eine Parallelverschiebung und Dilatation in die Strecke 
— l^w^l der M- Achse verlegt denken, und bilden dann durch 
-die uns wohlbekannte Funktion 



■,-^ 



C-1 



diese geschlitzte Ebene auf die obere ^j- Halbebene ab, was ja gleich- 
bedeutend mit der Abbildung auf den Einheitskreis ist; da wir den 
Einheitskreis so in sich selber konform abbilden können, daß dabei 
zwei beliebige Linienelemente einander entsprechen, so ist damit der 
Riemannsche Satz in seiner ursprünglichen Form gewonnen. Wir er- 
kennen, daß bei dieser Formulierung seine Gültigkeit in dem trivialen 
Ausnähmefall aufhören muß, wenn G die punktierte oder die volle 
Ebene ist. 

Wollen wir dem Abbildungssatze eine ausnahmslos anwendbare 
Formulierung geben, so können wir sagen: Jed:r schlichte einfach 
zusammenhängende Bereich läßt sich umkehrbar eindeutig und kon- 
Jorm auf die volle Zahlenkugel höchstens mit Ausnahme eines Kreises 
abbilden. Dabei sehen wir im Grenzfalle einen Punkt als einen Kreis 
von verschwindendem Radius an. 

Die vorangehenden Betrachtungen müssen nun zu einem wirk- 
lichen Beweise ausgestaltet werden. Unser Ziel wird sein, zu dem 
vorgegebenen Bereiche G eine überall in G eindeutige analytische 
Funktion ^=^f(z) mit der vorgeschriebenen polaren Singularität in 
jr = Zq, oder, was keine Beschränkung bedeutet, in 2: = zu koi 
struieren, deren Imaginärteil v bei Annäherung an ein Randstück eine 
konstanten Grenzwert zustrebt. 

Der gesuchte Beweis wird uns auf Grund eines Ansatzes gelingen, 
welcher unter dem Namen ,,Dirichletsches Prinzip'' schon analog von 
Riemann, allerdings ohne hinreichende Begründung, verwendet wurde. 

§ 3« Der Beweisansatz des Dirichletschen Prinzipes. 

Wir suchen die Potentialfunktion u der Strömung durch ein 
Minimalprinzip zu charakterisieren, indem vom physikalischen Stand- 
punkte aus plausibel erscheint, daß z. B. die elektrisch gedachte 
Strömung möglichst geringe Joulesche Wärme entwickelt. Die in 
•einem Gebiete von unserer Strömung erzeugte Wärme ist proportional 
dem Integral 

welches über dieses Gebiet zu erstrecken ist und nunmehr unabhängig 
von seiner physikalischen Deutung der Betrachtung zu Grunde ge- 
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legt wird*). Leider wird aber dieses Integral, wenn es über ein den. 
Punkt enthaltendes Gebiet erstreckt wird, unendlich. Um diesem 
Übelstande zu begegnen, denken wir uns den Punkt mit einem 
noch ganz im Inneren von G liegenden konzentrischen Kreise K mit 
der Peripherie x umgeben, welcher den Radius a haben möge. Wir 
definieren ferner eine an der Kreisperipherie unstetige Funktion S{x, y) 
durch 

(1) S {x, y) { = iS^ + 5 '" ^ einschließlich der Peripherie x, 

1 = außerhalb K, 

Diese Funktion 5 besitzt dieselbe Singularität wie die gesuchte Poten- 
tialfunktion u; die Funktion f/ = « — 5 ist zwar an der Kreisperipherie 
X unstetig, aber ihr Integral D[Ü] darf nunmehr über den Punkt O 
hinüber erstreckt werden'). 

Wir merken femer an, daß auch die Funktion S eine Potential- 
funktion ist, d. h. überall in K außer in der Differentialgleichung 

(2) J S = 
genügt, und daß femer längs x die Relation 

besteht, wenn mit —- die Differentiation nach der inneren Normale 

des Kreises bezeichnet wird; diese letzte Eigenschaft ergibt sich sofort, 
indem wir Polarkoordinaten r, ^ im Kreise einführen, wodurch 5 in 

cos ^ T 

die Gestalt \ — 5 cos # übergeht, aus der sofort, da die Richtun/ar 

des Radius mit mit der Normalen v zusammenfällt, 

folgt"). 

Um nun unseren Beweisansatz bequem formulieren zu können, 
erinnern wir vorab an einige Begriffe aus der Theorie der reellen 
Funktionen. 

Wir wollen eine Funktion /*(%, y) in dem Gebiete G stückweise 
stetig -nennen, wenn G durch endlich viele glatte linienstiicke so in 



^) Bei mechanischer bzw. thermischer Deutung würde die kinetische Ener- 
gie bzw. die pro Zeiteinheit transportierte Wärmemenge zu betrachten sein. 

*) Die von Weyl herrührende Einführung der obigen Funktion 5 bringt 
bei der Durchführung des Beweises gegenüber früheren Ansätzen Verein- 
fachungen mit sich. Vgl. Weyij Die Idee der Riemannschen Fläche (Leipzig- 

1913). 

^) Das Bestehen der Relation (3) ist, wie sich in den folgenden Seiten 
zeigen wird, entscheidend für die Einfachheit der Beweisführung. 
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endlich viele Teilgebiete zerlegt werden kann, daß f im Inneren jedes 
Teilgebietes stetig ist. Unter dem Integral der Funktion f über das 
Gebiet G wollen wir dann die Summe der entsprechenden Integrale über 
die Teilgebiete verstehen. 

Femer müssen wir erklären, was wir uhter dem Integral einer 
Funktion f über ein Gebiet G zu verstehen haben, wenn diese Funk- 
tion entsprechend unserer Auffassung des Gebietes als eines offenen 
nur für die inneren Punkte, nicht aber für den Rand definiert ist. Wir 
fassen dann das Gebiet G als Grenze einer Folge von „abgeschlossenen**^ 
Gehielen G^,G^,G^y^.. auf, d.h. solchen Gebieten, bei denen der 
Rand hinzugerechnet wird, und wählen diese Gebiete so, daß die 
Berandung eines jeden aus endlich vielen stückweise glatten Kurven- 
stücken besteht, daß G^_^ ganz in G„ liegt, und daß — hierin liegt 
die Konvergenz der G^ gegen G • — jeder Punkt von G in allen G^ 
von einem gewissen n ab gelegen ist*). Wir definieren das Integral 
von f über G als den Grenzwert 

SJfdxdy= lim JJfdxdy, 



»=• <^n 



vorausgesetzt, daß dieser Grenzwert existiert und von der speziellen 
.Wahl der Approximationsgebiete G unabhängig ist*). 

Nunmehr betrachten wir alle in G bis auf den Punkt stetigen 
und mit stückweise stetigen ersten Ableitungen versehenen Funktionen 
ipy für welche die Differenz 

(4) * = 9? - S • 

im Punkte stetig ist; wenn das über G erstreckte ,^Dirich! fische 
Integral'* 

G 

für die an der Kreisperipherie x unstetige Funktion existiert, so 
wollen wir bzw. 9? zulässige Funktionen nennen. Wir stellen nun 
das folgende Minimumproblem: Unter allen zulässigen Funktionen 



^) Man erhält z. B. für das schlichte Gebiet G solche „ineinander ge~ 
schachtelien^* Gebiete G„, indem man von einer Einteilung der Ebene in 
Quadrate der Seitenlänge 1 ausgeht und diese Quadrate durch fortwährende 

Seitenhalbierung in Quadrate der Seitenlänge — , ^, • • . » öä » • • • verlegt ; dann 

definieren wir von einem gewissen n ab G^ als das Gebiet, welches aus 
allen Quadraten unserer Einteilung besteht, die ganz in G liegen und die 

Seitenlänge — besitzen. 

') Wenn, wie dies hier der Fall sein wird, f durchweg nicht negativ ist,, 
dann ist die Unabhängigkeit des Grenzwertes von der speziellenWahl der G^ 
selbstverständlich. 
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ist eine solche zu finden, für welche das über G erslteckte Integral 
D[0] einen möglichst kleinen Wert besitzt. 

Wenn es eine solche Funktion U gibt, dann würde aus den 
Regeln der Variationsrechnung sofort folgen, daß U und ebenso die 
bis auf stetige Funktion u = U-\- S der Potentialgleichung d U= bzw. 
Au = genügt; aber gerade die Frage nach der Elxistenz einer Lö- 
sung des Minimumproblems, deren bejahende Antwort Riemann als 
eine Selbstverständlichkeit annahm, bedeutet die wesentliche Schwierig- 
keit*). Wir müssen, um unseren Ansatz, das „Dirichletsthe Prinzip'' 
zu einem wirklichen Beweise auszugestalten, ohne Berufung auf andere 
mathematische Disziplinen direkt eine Lösung des Minimumproblems 
konstruieren und so die Existenz der Lösung nachweisen. 

§ 4. Das Dirichletsche Integral. 

Der Durchführung des Beweises schicken wir einige Betrach- 
tungen über das Dirichletsche Integral 

<1) D[<p] = ff{<p^' + <p^^)dxdy 

voraus, welches über einen beliebigen Bereich B erstreckt gedacht 
wird, und das wir zur Kennzeichnung des Integrationsbereiches, wenn 
nötig, mit einem Index, bezeichnen, z.B. Db[<p]' Bei Einführung von 
Polarkoordinaten r , & mit einem beliebigen Anfangspunkt nimmt das 
Integral die Form an 

(2) D[<p] = Sf{<p;+l,,p^^)rdrd», 

B 

wie man aus den Transformationsformeln 

X = rcos^, y = r s\n& 

unmittelbar bestätigt. Bei Drehung und Verschiebung des Koordi- 
natensystems bleibt D[(p] ungeändert. Führen wir noch die Be- 
zeichnung 

<3) ^ [9^» V] = // (9^x Vx + "Py Vy) ^^^y 

B 

ein, so gilt bei konstantem X und yu die Identität 

(4) D [k(p+fixp\ = X^'Dlcp] + 2liuD[<p, y;] + ju^DM, 

und da D [iq) -\- jutp] eine negativer Werte nicht fähige homogene 
^quadratische Funktion von A, /i ist, folgt 

(5) D[<p,yf^D[<p].D[y,], 

wobei natürlich überall vorausgesetzt Mst, daß die betreffenden Inte- 
grale überhaupt einen Sinn haben. Ans (5) folgt sofort, daß die Exi- 
■stenz von D [(p] und D [tp] die von D [(p, y] nach sich zieht. 

^) Vgl. zum historischen Zusammenhang § 17. 
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Mit der Bezeichnung (3) können wir die Greensche Formel (3 a) 
aus Kap. 1, § 1 in folgende Gestalt setzen: 

(6) D[(P^y^]= - fJ(P^y^dxdy+J(p^ds. 

Hierbei ist B ein von stückweise glatten Randkurven begrenzter 

Bereich, t- bedeutet die Differentiation nach der äußeren Normale 

des Gebietes B auf dessen Rande > ds das Bogenelement auf dem 
Rande, und es wird vorausgesetzt, daß überhaupt die hier auftretenden 
Integrale einen Sinn haben, daß ferner die Funktionen q), tp beide 
in B einschließlich des Randes stetig sind, und daß dasselbe für die 
ersten und zweiten Ableitungen von tp gilt, während für q> nur stück- 
weise die Stetigkeit*) der ersten Ableitungen verlangt zu werden braucht. 
Der Gültigkeitsbereich der Formel (3 a) aus Kap.I, § 1 kann nämlich sofort 
durch folgende Überlegung über die dortigen Voraussetzungen hinaus 
erweitert werden. Wenn wir für <p die Voraussetzung der Stetigkeit 
der ersten Ableitungen auf dem Rande aufgeben, ohne daß die linke 
Seite ihre Bedeutung verliert, so muß diese gleich der rechten Seite 
bleiben, denn die Formel ist gewiß richtig für jedes ganz in B 
liegende Teügebiet B' und geht offenbar in die Formel für B stetig 
über, wenn wir B' gegen B konvergieren lassen. Indem wir nun 
aus solchen Bereichen einen neuen Bereich zusammensetzen, erkennen 
wir, da die Randintegrale über die gemeinsamen Begrenzungsstücke 
der Teilbereiche sich in gewohnter Weise wegheben, die Gültigkeit 
von (6) in dem behaupteten Umfang. 

Das Dirichletsche Integral ist gegen konforme Abbildung invariant, 
d. h. bei konformer Abbildung des Gebietes B auf ein Gebiet B* 
durch die Funktion f = f(z) = « + *v g^^^ ^^ j^^^ Funktion <p, bzw. 
für jedes Funktionenpaar (p, y), für welches die betreffenden Integrale 
einen Sinn haben, 

// i^r Vx + 9y W^dxdy = // (9^« Wu + 9v Vj ^«* ^«'• 
B ^ B* 

Wegen der Cauchy'Riem%nnschen Differentialgleichungen haben 
wir nämlich 

9x Wx + 9yWy= i<Pu Wu + ^v Vv) («</ + «y^) ' 

Andererseits ist uj -{- u^ = u„v„ — u v^ gerade die Funktional- 
determinante von «, t; nach x, y; somit gilt in der Tat nach dem 
bekannten Satze der Integralrechnung über Transformation von Doppel- 
integralen die obige Relation. 



^) Es sei ausdrücklich darauf hingfewiesen , dafi nac^ unserer Definition 
auf S. 828 diese Eigenschaft tiber das Verhalten der Ableitungen auf den in 
Frage kommenden Rändern nichts besagt, im Gegensatz zu einem sonst ge- 
legentlich vorkommenden Sprachgebrauch. 
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• Statt uns auf diesen Satz der Integralrechnung zu berufen, 
könnten wir übrigens auch auf die anschauliche Tatsache hinweisen, 
daß u^^ -\- u^^ '=\f'{z)\^ das fllächenhafte VergrößerungsverhäUnis bei 
der konformen Abbildung ist. 

Setzen wir speziell 99 = y = «, so erhalten wir 
D[u] = SS \f'{z)\Uxdy = ff dudv. 

B B* 

Also: Das DitichLetsche Integral einer Potentialfunktion u Über 
ein Gebiet B stellt den Flächeninhalt des betreffenden Bildbereiches S* 
von B dar, welcher durch die Funktion l^ = U'\-iv Über der l^- Ebene 
entworfen wird. 

Wir werden später aus der Kleinheit des Dirichletschexi Inte- 
grales (1) auf den Integranden selbst Rückschlüsse zu ziehen haben; 
dies ist bei beliebiger Funktion 9? schwierig, gelingt jedoch leicht, 
wenn man 9? = /> als Potentialfunktion, d. h. Realteil einer analyti- 
schen Funktion nimmt. Es gilt dann folgender für zahlreiche An- 
wendungen in der Funktionentheorie nützliche Hüfssatz. 

Hilfssatz I. Ist p (x, y) eine im Bereiche B reguläre PotenticU- 
funktion, deren Dirichletsches Integral D [p] unterhalb einer Schranke M 
liegt, ist ferner B' irgendein fester abgeschlossener, ganz im Inneren 
von B liegender Bereich, so ist überall in B! der Integrand p^ -\- p^ 
kleiner als eine nur von M abhängige und mit M zugleich gegen 
Null strebende [übrigens M proportionale) Schranke m = m{M). Mit 
anderen Worten: Bildet die in B analytische Funktion ^ = p -{- iq = f(z) 
den Bereich B auf einen Bereich ab, dessen Flächeninhalt unter der 
Schranke M liegt, so bleibt für jeden im Inneren von B liegenden 
abgeschlossenen Teilbereich B' das Vergrößerungsverhältnis \f(z)\ unter- 
halb einer nur von M (und natürlich der Wahl von ff) abhängigen, 
mit M gleichzeitig gegen Null rückenden Schranke, 

Berücksichtigt man, daß zufolge der Sätze in Kap. 2, § 5 die 
Grenzfunktion einer gleichmäßig konvergenten Funktionenfolge 

wieder eine analytische Funktion von z = x-\- iy bzw. eine Potential- 
funktion von x,y wird, wenn die Funktionen f^[z) bzw. p^(x, y) es 
sind, so erhält man sofort folgendes Resultat: 

Hilfssatz la. Ist «j, «g, «3, . . . eine Folge von Potential funktionen 
in B, für welche 

lim D [« J =- 



«=« 



wird und welche in einem Punkte von B konvergieren, so konvergieren 
die Funktionen in jedem ganz innerhalb B liegenden abgeschlossenen 
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Teilgebiet ff gleichmäßig gegen eine Konstante; setzen wir dagegen 
außer der Konvergenz der u^ in einem Punkte voraus, daß das Di- 
ricUetsche Integral ^ [«,,--«„,] b^i hinreichend' großen m und n be- 
liebig klein wird, 

lim D [«„ - « J =- 0, 



n=flo 



SO konvergieren die Funktionen u^ in jedem ganz innerhalb B liegen- 
den Bereiche B' gleichmäßig gegen eine Potentialfunktion u. 

Zum Beweise des Hilfssatzes I betrachten wir für die analytische 
Funktion f{z) =^p + iq die Ableitung f'(z) = ^a- + iPy in einem ganz 
innerhalb B liegenden Kreise K mit dem Radius R. 

Nach Kap. 2, §5 gilt für den Funktionswert {'(zq) im Mittel- 
punkte Zq 

(7) f i'o) = ^iS f^Ji {t-z^ = re**,0^&£2n.r^R). 

Es ist also gewiß, wenn wir Polarkoordinaten r, ^ in K ein- 
führen, mit r multiplizieren und von bis R integrieren 

(8) rw-?=2yo-"»'*^'^'=2y^'('^''-'*3'. . 



re 
K K 

somit erst recht 

\f'{z,)\^^SS\f'{t)\dxdy. 

Wir wenden nun die in Abschätzungen der Integralrechnung so 
häufig wichtige „Schwarzsehe Ungleichung^ an, welche für irgend zwei 
in einem Gebiete G definierte reelle Funktionen ä, / besagt 

(9) iSh^ldgf^JhUg'fPdg; 

dabei ist es gleichgültig, ob wir es mit Funktionen einer oder 
mehrerer reeller Variablen zu tun haben; je nachdem wird das Inte- 
grationsgebiet G eindimensional oder mehrdimensional sein und mit 
dg dessen Linienelement bzw. Flächenelement usw. bezeichnet werden. 
Die Ungleichung (9) folgt sofort aus der Bemerkung, daß der in 
den Parametern i, ju homogene quadratische Ausdruck 

S{Xl + iuh)Ug 

G 

negativer Werte nicht fähig ist. 

Wenden wir die Ungleichung (9) auf den Kreis K an, indem 
wir /=!, A = !/*'(/) I setzen, so erhalten wir aus (8) 
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Nun kann jeder Punkt unseres Bereiches B\ welcher ganz im 
Inneren von B liegt, als Mittelpunkt eines Kreises K mit festem 
Radius R aufgefaßt werden, der noch ganz im Inneren von B liegt, 
für den also Dk [p\ ^ M ist Mithin haben wir für das Gebiet B^ 
gleichmäßig 

(10) />.'+/>; = irwi'^it/-:^. 

womit der behauptete Satz I bewiesen ist. Der Hilfssatz la ist eine 
unmittelbare Folge von I; denn mit D \u^ konvergieren auch die Ab- 
leitungen von «„in B' gleichmäßig gegen Null. 

Wenn wir zwar nicht die Konvergenz der Funktionen u^ in 
einem inneren Punkte von B voraussetzen, dagegen entsprechende 
Voraussetzungen über ein Stück des Randes machen, so können wir 
ebenfalls auf die Konvergenz im Inneren schließen. Speziell gilt 

Hilfssatz Ib. Wenn für die Folge der Potential funkiiomn m^, 
«91 u^f" die Relation 

lim D [« J = 



M=:aO 



giüy und wenn sämtliche u^ auf einem glatten Kurvenstück C des Randes 
verschwinden, so konvergieren die Funktionen u^ in jedem inneren Teil- 
gebiet B! gleichmäßig gegen Null. 

Nach Hilfssatz la wissen wir, daß bei hinreichend großem n 
die Funktion u„ in einem festen inneren Teilgebiete B* mit beliebiger 

Genauigkeit gleich einer Konstanten c sein 
muß. Wir betrachten nun, indem wir an- 
^ nehmen, daß C nicht eine zur jc-Achse paral- 
^ lele Strecke sei — sonst würden wir einfach y 
mit X vertauschen — eine im Inneren von B 
liegende zur y- Achse parallele Strecke A^A^ 
^ {x= a, y^^y ^yQ-\- b), von der wir an- 
nehmen dürfen, daß die von ihren Punkten 
C nach einer Richtung, etwa nach links, gezo- 

Fig. 108. genen Parallelen zur A;-Achse das Kurvenstück C 

nur in einem Punkte treffen (siehe Fig. 108). 
Es sei x' die Abszisse dieses Schnittpunktes, dann wird, wenn 
wir u statt u^ schreiben, u{x'y y)=0, und wir haben zufolge der 
Schwarzsehen Ungleichung, angewandt für h = 1, l = u , 

MW 

(w (a, y) — u (x\ y)f = u (a, y)« 
= (Jujx, y)dxy£ a - x'\J u^dx < L J (u^^ + uj^)dx, 

x' x' x' ^ 

wobei L eine von y unabhäffgige obere Schranke der Streckenlängen 
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a-x' 



bedeutet; also wird nach Integration über y im Intervalle 

yo ^ y ^ yo + * 

/ w(a, yf dy£L Db^ [u\^LD [u], 

wobei B* das Gebiet zwischen A^ A^y den Geraden y = y^, y = y^ -}- & 
und C bedeutet. Da die linke Seite bei hinreichend großem n mit 
beliebiger Annäherung gleich b-c^ ist, während rechts eine gegen 
Null konvergierende Zahl steht, so wird auch c^ gegen Null kon- 
vergieren, und somit folgt aus Hilfssatz la die Konvergenz der u^ 
gegen Null in allen inneren Punkten, wie behauptet wurde. 

Unsere Hüfssätze behalten ihre Gültigkeit auch, wenn der Be- 
reich B den unendlich fernen Punkt im Innern enthält, worauf aus- 
drücklich hingewiesen sei. In der Tat können wir ja durch eine ge- 
eignete lineare Transformation die Umgebung des unendlich fernen 
Punktes stets ins Endliche verlegen, wobei das Dirichletscht Inte- 
gral seinen Wert nicht ändert; wir können daher auch für solche 
Bereiche alle für den Beweis unserer Hilfssätze nötigen Schlüsse un- 
verändert durchführen, wie ja überhaupt der unendlich ferne Punkt 
nirgends eine Ausnahmestellung einnimmt. 

An zweiter Stelle in diesem Paragraphen wollen wir die Aus* 
nutzung der Minimumsforderung beim Ansatz des vorigen Paragraphen 
vorbereiten, indem wir folgenden auf einen Kreis K bezüglichen Hilfs- 
satz beweisen. 

Hijfssatz II. Es sei w{x,y) eine im Kreise K vom Radius R 
einschließich des Randes stetige und stückweise mit stetigen Ableitungen 
versehene Funktion mit endlichem Dirichletschen Integral D[w], es sei 
u diejenige im Inneren von K reguläre Potentialfunktion, welche auf 
dem Rande mit w übereinstimmt, dann existiert^) D[u], und es gilt 

(11) D[u]^D[w]. 

Die Randwertaufgabe für den Kreis, welche wir in Kap. 2, § 5 
durch das Poissonsche Integral gelöst haben, ergibt sich also hiemach 
als äquivalent mit der Minimumsauf gäbe , bei gegebenen Randwerten 
D [w] zum Minimum zu machen. 

Der Beweis unseres Hilfssatzes würde sofort folgen, wenn wir 
die Greensche Formel (6) für yj = u, (p = u — w auf den Kreis an- 
wenden dürften; denn dann ergäbe sich D[u, u — w] = und also 

D[w\ = D[u + {w- u)] = D [«] + D [w - m] ^ D [«] . 



1) Gerade dieser Punkt bedarf eines Beweises, da man leicht stetige Rand- 
werte vorschreiben kann, für welche D [u] unendlich wird ; z. B. 



m^v-^Äpi. 



n=\ »' 
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Da aber im allgemeinen auf dem Rande von K über die Ab- 
leitungen von u gar nichts ausgesagt werden kann, so sind wir zu 
einem kleinen Umwege beim Beweise gezwungen. Die Randwerte 
von w oder u bilden eine stetige Funktion f{&) von # mit der 
Periode 2ji, wenn, wie vorher, mit r, ^ konzentrische Polarkoordi- 
naten bezeichnet werden. Mit K^^ /?,, /fg, ... bezeichnen wir eine 
Folge wachsender konzentrischer Kreise, deren Radien gegen R kon- 
vergieren. 

Durch die Poissonsche Formel (9) auf S. 270 ist u dargestellt 
in der Form 

u = lim u , 

MSOD 

wobei u^ eine in der ganzen Ebene reguläre Potentialfunktion be- 
deutet, und für r = R 

trigonometrische Polynome n-ten Grades, d. h. Ausdrücke der Form 

-o- + 2'(«ic cos * * + 6. sin * i>) 

^ *=i 

/bzw. 

sind. Dabei ist 

flk = ^J/-(i>)cosÄ#i^ = -iJtef(Ä,*)cos*^i*, 





Längs der Kreisperipherie wird also für Ä = 0, 1, 2, ..., n 

2rt in 



mithin 

(12) J(„_„j^rf,9 = 0. 



Nunmehr bilden wir das Integral 

(13) D[w] = D[u^ + {w^uJ]^D[u^] + 2D[u^,w^u^]+D[w^u^] 

und formen ö[M„,tr — mJ nach der Gr^^nschen Formel um, welche 
wir für ^;^m^, (p = w — u^ auf den Kreis K anwenden dürfen, da 
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u^ Stetige erste und zweite Ableitungen in K einschließlich des Randes 
besitzt Es ergibt sich, wenn wir (12) berücksichtigen, wegen du =0 

Mithin wird 

D[w] = D[u„] + D[w-uJ, 

also gewiß 

D [« J ^ D M . 

Erst recht haben wir daher für jedes h 

Dk, [«„] £D[w], 

und, da in Kj^ die Funktion u^ mit ihren sämtlichen Ableitungen 
gleichmäßig gegen u und die Ableitungen von u konvergiert, 

Ok, [u] £D[w]; 
nun ist aber nach Definition 

D [u] = lim Dk. [u] . 
»=• 

Also haben wir auch 

D[u]£D[w], 
wie behauptet wurde. 

Es sei schließlich noch bemerkt, daß genau dieselben Über- 
legungen und Resultate gelten, wenn man unter K das Äußere eines 
Kreises versteht. 

§ 5. Lösung des Siem€mnschen Minimumproblems. 

Wir wollen nunmehr das Minimumproblem lösen, welches wir 
zum Schluß von § 3 formuliert haben, und halten fürs erste an der 
Voraussetzung der Schlichtheit von G fest Wir legen dabei die Be- 
zeichnungen von § 3 zugrunde. Zunächst zeigen wir, daß das Problem 
überhaupt einen Sinn hat, d. h. daß es wenigstens eine zulässige Funktion 
F = gibt, für welche das Integral D[0], über den Bereich G er- 
streckt, einen endlichen Wert besitzt. Ist nämlich K' ein konzen- 
trischer Kreis zu K mit dem Radius a' > a, und liegt auch K' noch 
^anz im Inneren von G, so definieren wir F = in K und außer- 

— 2 r ~ a* 

halb Ä' und, in Polarkoordinaten geschrieben, F = — cos ^-—7 

in dem Kreisring zwischen K und ÜC'; offenbar ist F eine zulässige 
Funktion mit endlichem D\F\* 

Ob das Minimumproblem eine Lösung besitzt, muß zunächst 
-dahingestellt bleiben; jedenfalls aber ist gewiß, daß die Gesamtheit 
der Werte D[<P], welche durch Einsetzen zulässiger Funktionen ent- 

Hurwitt-Courant, Funktionentheorie 22 
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Stehen können, eine untere Grenze d^O besitzt, derart, daß für jede 
zulässige Funktion 

(1) D[*]^<i 

gilt, und daß es Funktionsfolgen «Pj, <P,, <?,, ... gibt, für welche 

(2) limD[0J=i 



fl=ao 



wird; unter Umständen könnten dabei alle Funktionen 0^ gleich einer 
und derselben Funktion U sein, falls diese wirklich den Wert D[U] = d 
liefert, also das Problem löst. 

Eine solche Funktionsfolge, deren Existenz sich unmittelbar aus 
der Existenz der unteren Grenze einer Menge positiver Zahlen ergibt,, 
nennen wir eine M inimal folge^). Wir wollen von einer festen solchen 
Minimalfolge ausgehen und von ihr zur Lösung unseres Problems vor- 
dringen. Dabei beachten wir, daß an den Werten D[(&] nichts ge- 
ändert wird, wenn wir zu eine additive Konstante hinzufügen; wir 
dürfen und wollen daher diese Konstante von vornherein fixieren» 
indem wir verlangen, daß im singulären Punkte die Funktionen i>^ 
sämdich den Wert Null haben. 

Wir leiten zunächst eine für jede Minimalfolge gültige Bedingung 
ab: Es seien ä^, ä^, A3, ... in G stetige und stückweise mit stetigen 
Ableitungen versehene Funktionen, für welche das Integral D [k^] 
unterhalb einer von n unabhängigen Schranke M bleibt, dann gilt 
für jede Minimalfolge 
(3) liniD[*„,Äj = 0, 



n~co 



und zwar gleichmäßig in dem Sinne, daß bei gegebenem M unab- 
hängig von der speziellen Wahl von h^ der Ausdruck auf der linken 

*) Die wirkliche, ftlr den bloßen Existenzbeweis unerhebliche Konstrak- 
tion solcher Minimalfolgen macht keinerlei prinzipielle Schwierigkeiten. Ist 
z. B. G ein ganz im Endlichen gelegener Bereich, begrenzt von Kurven C 
ohne mehrfache Punkte, so denken wir uns denselben mit einem noch von dem 
Index / abhängigen Dreiecksnetz Tj tiberdeckt, dessen Maschen mit wachsen- 
dem / immer enger werden. Wir betrachten nun nur solche Funktionen qp bzw. 

^ = 09 — S, wo die Differenz qp „ - „ in jedem Dreieck von T,- eine lineare 

Funktion wird. Unter ^j verstehen wir diejenige unter den so entstehenden 
zu Tj konstruierten Funktionen, für welche i>[^] einen möglichst kleinen 
Wert erhält. Diese Forderung D[^] = Min. ist jetzt ein Problem eines Minimums 
einer Funktion von einer endlichen Anzahl von Variablen, nämlich des Integrals, 
aufgefaßt in seiner Abhängigkeit von den Werten von <p in den Eckpunkten 
der Dreieckseinteilung; dieses Problem ist gewiß lösbar, und zwar, wie leicht 
ersichtlich, mittels linearer Gleichungen. Daß die so entstehenden Funktionen 
^j wirklich eine Minimalfolge bilden, folgt sofort aus der unschwer beweisbaren 
Tatsache, daß man jede zulässige Funktion $ und deren Dirichletsches Integral 
mit Hilfe unserer Konstruktion bei hinreichend großem ; beliebig genau appro- 
ximieren kann. 
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Seite von (3), absolut genommen, unterhalb jede vorgegebene positive 
Grenze sinkt, wenn nur n hinreichend groß genommen wird. 

In der Tat, wir bilden mit einem noch verfügbaren Parameter e 
die Funktionen ^^-\-eh^ und haben jedenfalls 

wäre nun für gewisse beliebig große Indizes n 

;ö[<p«.*«]|^«>o, 

so setze man € = ±^7; dann ist e {2 D [0, h] ~\~ e D [h^]} absolut 

genommen ^ir^, und zwar negativ, falls t entgegengesetztes Vor- 

zeichen wie D[0^,h^] bekommt; da nun abfer D[0^] mit wachsen- 
dem n gegen d konvergiert, so wäre für gewisse hinreichend große n 

D[0J + e{2D[0„,h„] + eD[h„]}£D[0J-^<d, 

was ein Widerspruch ist. 

Speziell dürfen wir setzen h^ = 0^ — 0^, wobei m entweder 
fest bleibt oder irgendwie mit n variieren darf; denn sicher liegt 
D [Äj = D [*J + D [*J — 2Z) [0^, *J wegen § 4 Beziehung (6) 
unterhalb einer von n [und m unabhängigen Schranke. Schreiben 
wir nun 

so folgt, wenn wir n und m hinreichend groß nehmen, aus 

lim D [4>J = lim D [^J = i 



MBOO 11= «O 



mit Rücksicht auf (3) sofort, daß der Ausdruck D [0^ — *^] beliebig 
klein wird. Es gilt also für jede Minimalfolge die Relation 

(4) limD[<r»„-*J = 0. 



n=a9 

»1 = 00 



Wir bedecken jetzt unseren Bereich G mit einer Reihe von 
Kreisen K^, K^, K^, ... in folgender Weise: jeder der Kreise liegt 
ganz im Inneren von G, jeder innere Punkt von G liegt im Inneren 
mindestens eines der Kreise K , und schließlich häufen sich die 
Kreise nirgends im Inneren von G, d. h. jedes ganz im Inneren von 
G liegende Teilgebiet von G hat nur mit endlich vielen der Kreise 
Punkte gemein. Enthält der Bereich G den unendlich fernen Punkt, 
so betrachten wir einen Kreis Ä,., dessen Äußeres ganz zu G gehört, 
und verstehen in der obigen Aufzählung unter einem der K^ das 
Äußere dieses Kreises. Daß man eine solche Kreisüberdeckung stets 
erzielen kann, ist eine unmittelbar einleuchtende elementargeometrische 

22* 
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Tatsache^). Wir dürfen und wollen im übrigen annehmen, daß der 
Kreis K um mit K^ zusammenfällt und daß kein weiterer Kreis 
den Punkt enthält 

Nunmehr gehen wir von der Minimalfolge <Pj, <Pg, ... zu einer 
neuen „geglätteten" Minimalfolge W^, S^,.-. über, deren Funktionen 
W^ außerhalb des Kreises K^ mit den entsprechenden Funktionen <P^ 
übereinstimmen, innerhalb aber reguläre Potentialfunktionen sind, näm- 
lich erhalten werden, indem wir mit den Randwerten der Funktion <P^ 
— Randwerten bei Annäherung an den Rand von innen — auf der 
Peripherie x von K^ für diesen Kreis die Randwertaufgabe der 
Potentialtheorie lösen, was durch das Poissonsche Integral stets mög- 
lich ist. Nun ist zufolge des Hilfssatzes n 'von § 4 Ö[IPJ^D[0J; 
da nun aber auch die Funktion ST eine zulässige Funktion darstellt 
und infolgedessen D[W^'^d ist, so haben wir w^gen (2) auch 

(6) \\mD[V^] = d, 



«t=ao 



d. h. die Funktionen W^ bilden ebenfalls eine Minimalfolge. Durch 
Hinzufügung einer geeigneten additiven Konstante fixieren wir wieder 
in für !P^ den Wert Null. Als Minimalfolge genügen die Funk- 
tionen W^ wegen (4) der Relation 

(4a) limD[y„-!PJ = 0, 



»=09 
111=00 



und da die Funktionen !P^ im Inneren von K^ reguläre Potential- 
funktionen sind, die sämtlich in verschwinden, so besagt Hilfs- 
satz la in § 4, daß die Funktionen W^ in K^ gegen eine Potential- 
funktion U konvergieren, und daß für jedes im Inneren von K^ 
liegende Gebiet B diese Konvergenz sowie die Konvergenz der sämt- 
lichen Ableitungen gleichmäßig ist. 

Es kommt nun darauf an, die so zunächst nur für das Innere 
von Ko definierte Potentialfunktion U überall nach G hinein fortzusetzen 
und zu zeigen, daß wir damit die Lösung des Minimumproblems erhalten. 
Zu diesem Zwecke betrachten wir den zweiten Kreis if^, von dem 
wir annehmen können, daß er ein Gebiet B mit dem ersten gemeinsam 
hat, und gehen von der vorhin gewonnenen Minimalfolge !Pj, !P,, ... 
aus. Wir unterwerfen diese Funktionen für den Kreis K^ einem ähnlichen 



^) Im Anschlufi an die Definition der Approximationsgebiete G» in An- 
merkung ^) auf S. 329 können wir eine solche Kreiseinteilung einfach folg^ender- 
mafien erhalten: Wir schlagen um jeden zu G gehörigen Eckpunkt der Quadrat- 
einteilung mit der Länge 1 einen Kreis vom Radius 1, falls dieser Kreis in G 
hineinfällt, sodann schlagen wir um jeden noch nicht als Kreismittelpunkt be- 
nutzten Eckpimkt der Quadrat einteilung mit der Seitenlänge ^/g einen Kreis 
vom Radius */g, falls dieser Kreis ganz in G fällt usw. Offenbar liefern uns 
diese Kreise eine Einteilung der gewünschten Art. 
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841 




Fifir. 109. 



Glättungsprozeß^ wie zuerst die Funktionen 0^ für den Kreis it^ ; nur haben 
wir jetzt die Unstetigkeit zu beachten, welche auf dem in K^ liegenden 
Bogen r der Peripherie von K^ vor- 
geschrieben ist (Fig. 109). Die Funktion 
tp^^=W^-\-S ist in K^ einschließlich des 
Randes stetig, und es existiert gewiß 
DßCi[yf^' Wir konstruieren eine Funk- 
tion Q>^, welche außerhalb K^ mit yf^ 
übereinstimmt, innerhalb üC^ eine regu- 
läre Potentialfunktion ist und auf dem 
Rande von K^ mit tp^ übereinstimmt. 
Wegen Hilfssatz n in § 4 ist gewiß 

Djc, [o>J £I>K^[yfnl Nunsei fl^=a>^-5, 
dann gilt 

Dk, [ÜJ = Dir. M + Dir. [S] - 2 D«. [<o„, S] , 

Dir. [K] = D,r. [v„] + Dir. [S] - 2Dg, [y,,. S] . 

Wenn wir nun die beiden letzten Integrale rechts nach der 
Cf^nschen Formel umformen, so haben wir K^ durch den Bogen r 
in zwei Teile zu zerlegen; wegen der auf F geltenden Relation 

-r— = — wie inmier bedeutet --— Differentiation nach der Normale — 

dv dv 

fallen die Randintegrale über den Bogen /"weg, so daß wir mit Rück* 
sieht auf JS = erhalten 

wobei die Integrale rechts über die Peripherie von K^ zu erstrecken 
sind. Nun sind die Werte von oi^ imd y)^ auf der Peripherie von K^ 
miteinander identisch, also wird 

Dir.K,S] = DK.[v„5]. 

Daher gilt wegen D,. [a)„] ^ Djr Jv J auch DjrJßJ^DjrJf J, 
und somit 

D[flJ^D[S'J. 

d h. auch die Funktionen Q^, i2,, ... bilden eine Minimalfolge. Es 
besteht also zufolge (4) die Gleichung 

(4 b) limD[fl^-flJ = limD[a)„~Q>J = 0. 



lPi=eo 



•=00 

ffi=eo 



Nach Hilfssatz la aus § 4 schließen wir nunmehr, da die oi^ 
in K^ Potentialfunktionen sind, daß diese Funktionen entweder selbst 
oder doch, nachdem wir zu m^ eine geeignete additive Konstante c^ 
hinzugefügt haben, in K^ gegen eine Potential&inktion m^ konver- 
gieren, und zwar mit allen Ableitungen gleichmäßig in jedem inneren 
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Teilgebiet. Wir wollen zeigen, daß wir diese Konstanten c^ gleich 
Null nehmen können und daß in dem JüC^ und K^ gemeinsamen 
Gebiet B die Funktionen «^ — S = t/j und U identisch sind. 

Beides ergibt sich leicht aus den Resultaten von § 4. Da näm- 
lich auch die Funktionenfolge JP^, fi^, W^, fi^,... eine Minimalfolge 
ist, so gilt wegen (4) 

(4c) liinD[5P,-flJ = 0, 

und es ist also erst recht für das gemeinsame Gebiet B der Kreise 
Ko und K^ 

limDB[v„-(o„] = 0. 

»=00 

Nun ist in diesem Gebiete die Differenz y;^ — co^ eine reguläre 
Potentialfunktion, welche auf dem in K^ liegenden Bogen der Peri- 
pherie von JüCj verschwindet; also konvergiert nach Hilfssatz Ib im 
§ 4 die Funktion tp^ — co^ in B gegen Null und zwar sicher gleichmäßig 
für jedes ganz innerhalb B liegende Gebiet B'. 

Da in B' gleichmäßig 

lim yf^ = u =^U + S 

11=00 

r 

wird, ist damit gezeigt, daß die Funktionen cd^, ii^ in B gegen u, U 
konvergieren; daß also tatsächlich die Potentialfunktion m^ und die 
Funktion [7^ = u^ — 5 die Fortsetzungen der Funktionen u , U dar- 
stellen und nebst ihren Ableitungen durch Grenzübergang aus ct>„, Q^ 
entstehen. 

In genau derselben Weise können wir weiter gehen und die 
Grenzfunktion u bzw. U auch in K^, K^, ... usw. definieren, wobei 
wir den Kreis K^ immer so gewählt denken, daß er mit einem der 
vorangehenden innere Punkte gemeinsam hat. Bei allen Kreisen K^. 
welche Kq nicht treflfeh, vereinfacht sich das Verfahren, indem dort 
5= ist und die Glättung sich lediglich durch Lösung der Rand- 
wertaufgabe für den betreffenden Kreis vollzieht. 

So gewinnen wir in G eine Funktion U, für welche u= U ~\-S 
eine außer in überall in G reguläre Potentialfunktion darstellt und 
welche selbst in Kq eine reguläre Potentialfunktion ist. 

Für viele wichtige Anwendungen^) genügt die Erreichung dieses 
Zieles. Zur vollständigen Erledigung unserer Aufgabe haben wir 
jedoch nun zu zeigen, daß die Funktion U unser Minimumproblem 
löst, d. h. daß D[U] = d wird. Gewiß ist U eine zulässige Funktion, 
es ist also 

(6) D[U]^d. 

*) Vgl. § 12. 
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Ferner sei G irgendein abgeschlossenes Teilgebiet ganz im Inneren 
von G; wir können es in eine endliche Anzahl von Gebieten 

■ßo' ^1» ^a» • • •' ^^ 
zerlegen, deren jedes ganz im Inneren eines der Kreise K^ liegt. 
Betrachten wir eines darunter, etwa 5^, welches wir z. B. ganz im 
Inneren von K^ annehmen wollen; in B^ einschließlich des Randes 
konvergieren die geglätteten Funktionen Q^ und deren Ableitungen 
^gleichmäßig gegen f/ und die Ableitungen von t/; es ist also gewiß 

fl=» 

Nun ist auch 

lim D [fl„ - *J = 0, lim 2?» [ß„ - ^J = 0, 



n=eo «=00 



da Q^, ^^, Q^y 0^, ... eine Minimalfolge bilden; ferner gilt 

Db, [flj - Db, [<PJ = Ob, [Q„ - 4>J + 2 D«^ [(J>„, fl.- 0.]. 
und wir haben schließlich zufolge der Relation j[ö) in § 4 

'i™ Db r*„. ß„ - *j = 0. 



yisoD 

Also wird 



(7) Db AU] ^ lim DsA0,]. 



«=« * 



Da die Relation (7) für jedes der Gebiete ß. ebenso gilt, so 
haben wir durch Addition 

(8) Do' [U] = Mm Dg' [0^1 
Nun ist 

also 

DG-[C/]^limD[<PJ, 

daher 

(9) Do'[U]^d. 

Indem wir das Teilgebiet C ausdehnen und gegen G konvergieren 
lassen, erhalten wir 

(10) D [U] £ d, 
woraus sich mit Rücksicht auf (6) ergibt 

(11) D[U]-=d, 

wie zu beweisen war. Durch unsere Funktion U ist also das gestellte 
Minimumproblem gelöst. 

Zum Schluß bemerken wir noch, daß die gewonnene Potential- 
funktion u von der Wahl des Radius a des Kreises K^ ganz unab- 
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hängig bleibt. Ersetzen wir nämlich den Radius a durch einen 
andern Radius a*, zu dem eine entsprechende Funktion S* und ein 
Kreis K* definiert wird, so können wir zu jeder der vorhin be- 
trachteten Funktionen neben der Funktion 

0=^q? — S auch <P* = 9? — S* 

bilden. Nun wird, wenn g z= S — S* gesetzt wird und a* > a ist, 

wie man sofort erkennt, indem man die Gr^^nsche Formel auf den 
Kreis K^^ und den Kreisring zwischen Kq und ÜCJ gesondert an- 
wendet und die Beziehungen (2), (3) § 3, sowie die entsprechenden 
für Kq beachtet. Es ist also 

D[^] = D[^] + D[g]. 

Da der Ausdruck D [g] eine feste, von der Wahl der Funktion q> 
nicht abhängige Zahl ist, so wird das Minimumproblem D [0] »= Min. 
und das Minimumproblem D[0*] = Min. offenbar durch dieselbe 
Funktion (p = u bzw, durch Funktionen 

gelöst. In dieser Tatsache liegt die innere Rechtfertigung für unseren 
Ansatz der Funktion 5 bei Aufstellung des Minimumproblems. 

§ 6. Die Abbildungseigenschaften der Lösung. 

Um die Abbildungseigenschaften der Lösung zu erhalten, be- 
achten wir, daß aus der Relation (3) des vorigen Paragraphen 
sofort folgt 

(1) D[t7,Ä] = 0, 

wenn h irgendeine in G stetige Funktion mit stückweise stetigen 
ersten Ableitungen und endlichem Werte von D[h] ist Denn wir 
haben gewiß eine Minimalfolge, wenn wir <f>^ = (7 für alle n setzen. 
Wählen wir speziell die Funktion h so, daß sie in ÜT^ identisch ver- 
schwindet, so können wir statt U auch u schreiben und erhalten 

(la) D[u,Ä] = 0. 

Zufolge der Schlußbemerkung von § 5 gilt diese Relation über- 
haupt, sobald nur h in irgendeiner, wenn auch noch so kleinen Um- 
gebung von identisch verschwindet, da wir den Kreis Ül^, ganz im 
Inneren dieser Umgebung wählen können. 

Aus der Gleichung (la) können wir zunächst schließen, daß die 
analytische Funktion ^ = u -}- iv == {(z) in G eindeutig ist, oder, was 
wegen der nach Definition feststehenden Eindeutigkeit von u dasselbe 
bedeutet, daß die zu u konjugierte Potentialfunktion v eindeutig ist 
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Ist nämlich C eine in G verlaufende geschlossene, nicht durch O 
gehende Kurve, so zeigen wir, daß für dieselbe stets die Relation 

ex 

gilt, wobei wieder unter - die Differentiation nach der Bogenlänge». 

unter — die Differentiation nach der mit geeignetem Sinne ver- 
sehenen Normale verstanden wird. C teilt G in zwei Gebiete G', G'^ 
ein, in deren einem, G', der Punkt liegt. Wir wählen die Funktion 
h in G" identisch gleich 1, in G' so, daß sie jedenfalls in einer Um- 
gebung von und ferner in der Umgebung jedes Randpunktes 
von G, der auch Randpunkt von G' ist, verschwindet, was ohne 
weiteres möglich ist*). Dann ist Dq"[u, ä] = 0, also wegen (la)- 
sicher DG'[u,h] = 0, und wenn wir hier die Gf^^nsche Formel an- 
wenden, folgt sofort die behauptete Gleichung (2). 

Wir wollen nun den nach § 2 plausiblen Satz beweisen: Die 
Funktion C =^ f{z) bildet das n-fach zusammenhängende schlichte Gebiet 
G auf einen geradlinigen Schlüzbereich @ ab. Dabei verstehen wir 
wieder unter einem solchen Schlitzbereich die volle C-Ebene, welche längs nr 
geradlinigen, zur reellen Achse parallelen Strecken aufgeschnitten ist. 

Wir betrachten zunächst die Kurven u = konst., die Niveaulinien 
der Strömung. Ist c eine Konstante, so gilt der Hilfssatz: Die 
Niveaulinie u = c teilt das Gebiet G in zwei Teilgebiete G und Gf\. 
in deren einem u> c, in deren anderem u < c ist, und die beide den^ 
Punkt auf ihrem Raruie haben. In der Tat geht ja durch den 
Quellpunkt für jeden Wert von c eine Kurve u^= c, welche somit 
zwei Gebiete G' imd G'^der oben charakterisierten Art trennt Gäbe 
es nun noch ein weiteres Gebiet G'", welches nur von Randpunkten 
von G und Punkten auf « = c begrenzt wäre, und welches nicht am 
den Quellpunkt heranreichen dürfte'), so könnten wir bei hin- 
reichend klein gewähltem Radius a eine Funktion $ definieren, 
welche in G"' konstant gleich c ist, während sie sonst in G mit 
f/ = « — S übereinstimmt. Diese Funktion ist zulässige Funktion 
für das Minimumproblem von § 3, und es muß also gelten D [4^] ^ <2;^ 
andererseits aber ist offenbar l>[i^]< D[C7] == (f, da U nicht in G"' 
konstant sein kann; somit führt die Annahme eines derartigen Ge- 
bietes G"* zu einem Widerspruch, womit der Hilfssatz bewiesen ist 



^) Wir nehmen etwa A nur in einem schmalen an C angrenzenden Streifen 
von Null verschieden. 

*) Im Quellpunkte O und seiner Umgfebung bietet die Kurvenschar u^c 
ja , wie wir sahen, das Bild der Fig. 93, S. 281 (vgl. auch folgende Seite) ; die 
Kurvenschar bestreicht also diese Umgebung genau einmal, wenn c von — OO 
bis +00 variiert. 
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Wir benutzen ferner die Invarianz des Dirichletschen Integrales 
gegenüber konformer Abbildung, indem wir in die Formel (1 a) die Koor« 
<linaten u und v des Bildbereiches @ als unabhängige Variable ein- 
führen; wegen «^^ = 1, «^ = nimmt die Formel dann die einfache 
Cestalt an 

<2) JJh^dudv = 0, 

Dabei ' bedeutet Ä irgendeine in der Umgebung des unendlich fernen 
Büdpunktes von im Gebiete © verschwindende in © sonst stetige 
und stückweise mit stetigen ersten Ableitungen versehene Funktion, 
für welche /^©[Ä] existiert. 

Aus diesen Prämissen können wir leicht schließen, daß © wirk- 
lich ein Schlitzbereich ist 

Für hinreichend große absolute Werte von c müssen die Kurven 
u = c geschlossene, durch gehende Linien sein. Man erkennt dies, 
wenn man sich nicht auf die früheren Ergebnisse berufen will, daraus, 
daß das Gebiet u > c bzw. « < — c bei hinreichend großem positiven 
c mit der Peripherie eines festen in G liegenden Kreises um wegen 
der Beschränktheit von u auf dieser Kreisperipherie keine Punkte gemein 
haben kann, also ganz in diesem Kreise bleiben muß. Umlaufen wir 
•dieses Gebiet C in positivem Sinne, so wird sich dabei wegen der 

Relation — - = -- die konjugierte Funktion v monoton wachsend 

oy OS 

ändern, indem sie alle Werte von v = — oo bis v=-f-cx) durch- 
läuft, wenn wir vom Punkte ausgehend zu ihm zurückkehren. Das 
umkehrbar eindeutige Bild dieser Niveaulinie ist also die volle Gerade 
tt = c in der f -Ebene. Wir erkennen daher, indem wir c varüeren 
lassen: Außerhalb eines gewissen Parallelstreifens 77 («^ ^ « ^ m,), 
wobei Wj, Wg geeignete Konstante bedeuten, bedeckt das Gebiet S 
•die f -Ebene einfach und lückenlos. Alle Randpunkte des Gebiets © 
müssen über dem Parallelstreifen 11 der C- Ebene liegen. 

Wir nehmen zunächst der Deutlichkeit halber an, daß G und 
-somit© einfach zusammenhängend sei. Dann muß jede Kurve f< = f, 
welche nicht in G geschlossen ist, aus einem einzigen durch 
gehenden (und im Inneren von G natürlich nirgends endigenden) 
Zuge bestehen, da die Existenz eines weiteren Kurvenzuges u = c 
sofort zu einem Widerspruch mit unserem Hilfssatze führen würde. 
Durchlaufen wir diesen Kurvenzug in einem Sinne, so muß sich wieder 
•der Bildpunkt in der ^- Ebene auf der Geraden « = c monoton be- 
wegen, wobei er den unendlich fernen Punkt, das BUd von 0, pas- 
siert. Das umkehrbar eindeutige Bild der Kurve « = c besteht also 
aus zwei Stücken der Geraden w = c, von denen das eine nach 
jp = -|- oo, das andere nach v = — oo ins Unendliche reicht, und die 
möglicherweise sich teilweise überdecken könnten. Der Bildbereich S 
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bedeckt also auch im Streifen 77 die Ebene nirgends mehr als zwei- 
mal und muß den in der Fig. 110 gezeichneten Typus haben. Wir 
bezeichnen den Rand von © mit Z und wollen zeigen, daß 2 ein zur 
«- Achse paralleler Schlitz ist. Gäbe es nämlich auf S zwei Punkte 
mit verschiedenen v- Koordinaten v^ und v^, so können wir durch 
Angabe einer geeigneten Funktion h sofort einen Widerspruch zu 
Gleichung (2) konstatieren. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir außerhalb des Streifes //, 
-etwa rechts von ihm, in © eine Strecke A^ A^, so daß die Punkte 
A^ und A^ beide dieselbe Koordinate u = O u^ und die v- Koordi- 
naten Vj und i;^ besitzen. Ziehen wir dann von A^ und A^ nach 



U'Uf 




Fig. 110. 



links die Geraden t; = v^ und v = v^, soweit sie in @ verlaufen, dann 
müssen diese Geraden sicherlich den Rand 2! treffen und mit diesem 
und der Strecke A^ A^ zusammen jedenfalls ein an diese Strecke an- 
grenzendes Gebiet ©' begrenzen*). Wir betrachten nun irgendeine 
Funktion g (v) von v im Intervalle v, ^ v ^ v^, von der wir voraussetzen, 
daß sie für v = v^, v = v^ null ist, aber nicht identisch verschwindet 
und daß sie nirgends negativ wird, z. B. g(v) = (v — Vi)*(v — v,)*- 
Wir definieren in dem Gebiete ®' überall h (w, v) = g (v); ferner 
schlagen wir über ^4^-^42 den Halbkreis nach rechts und denken uns 
.h in diesen Halbkreis so fortgesetzt, daß h auf dem Rande überall 



^) Will man, um sich diese Tatsache einsichtig zu machen, die anschau- 
liche Bezugnahme auf die Begrenzungsmannigfaltigkeit ü vermeiden, so verfährt 
man zweckmäßig folgendermaßen. Man faßt in der auf S. 329 geschilderten 
Art G als Limes von ineinander geschachtelten Bereichen G^, Gg, Gj, . . ., Gj . . . 
auf, deren jeder von einer stückweise glatten Kurve Cj begrenzt ist. Das 
Bild (Bj des Gebietes Gj Über der C-Kbene wird dann ebenfalls von einer 
stückweise glatten Kurve Zj begrenzt sein. Wenn auf 2* zwei Punkte mit 
V = Vi und V ~- Vg liegen, so müssen bei hinreichend großem ; die beiden von 
den Punkten A^ und A^ aus gezogenen Geraden f; = v^, v = v^ sicherlich auch 
jede Kurve Cj treffen und werden mit dieser zusammen ein Gebiet ©/ de- 
finieren, das an A^A^ anschließt; unter @' haben wir dann den Limes der in- 
• einander geschachtelten Gebiete ©/ zu verstehen. 
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verschwindet, etwa, indem wir h auf allen vom Mittelpunkt gleich 
weit entfernten Punkten denselben Wert beilegen. Den Halbkreis 
und & fassen wir zu einem Gebiete @* zusammen und setzen außer- 
halb ©♦ überall in © die Funktion h gleich Null. Nun ist für diese 
Funktion h offenbar 

JJ h^du dv = JJh^dudv = — Jg(v)dv, 

also sicherlich im Gegensatze zu der Gleichung (2) nicht Null, wenn 
wirklich v^ und v^ verschieden sind. Mithin ist bewiesen, daß alle 
Punkte von 2! auf einer zur m -Achse parallelen Strecke liegen, d. h. 
aber, daß @ wirklich ein Schlitzbereich der charakterisierten Art ist. 

Wenn der Bereich G mehrfach, etwa n-fach zusammenhängt, 
erleiden unsere Schlüsse nur unwesendiche Modifikationen. Wir be- 
trachten wieder eine in G nicht geschlossene Kurve m = c und das 
von ihr begrenzte Gebiet C, in welchem u> c ist Die Berandung 
dieses Gebietes muß, abgesehen von Teüen des Randes von G, aus 
einem oder mehreren zusammenhängenden Stücken unserer Kurve 
u = c bestehen; jedes dieser Stücke definiert einen Querschnitt des 
Gebietes G im Sinne der Definition auf S. 324; da nun G (ebenso 
wie die Approximationsgebiete G) n-fach zusammenhängt, so kann 
die Anzahl dieser Stücke nicht größer als n sein; denn sonst gäbe 
es mindestens n solche Querschnitte, welche den Punkt nicht ent- 
halten, und diese müßten für sich schon das Gebiet G zerlegen, so 
daß es ein Gebiet u> c gäbe, welches nicht als Randpunkt bat 

Durchlaufen wir jedes der Kurvenstücke u = c, so daß das Ge- 
biet G' zur Linken bleibt, dann wird sich dabei v monoton wachsend 
ändern, so daß jedes dieser Stücke umkehrbar eindeutig auf ein 
Stück der Geraden « = c über der f -Ebene abgebildet wird; dem 
Stück durch entsprechen zwei Geradenstücke, welche nach t;= +oo 
bzw. v = — oo ins Unendliche reichen. Sicheriich wird also in dem 
Streifen 77 die f-Ebene von dem Bilde © des Gebietes G nirgends 
mehr als n + 1 -mal überdeckt werden. 

Wir bezeichnen die n zusammenhängenden Randstücke von @ 
mit 2^, 2!^, ,,.y 2^ und behaupten, daß sie sich sämtlich auf gerad- 
linige zur tt- Achse parallele Schlitze reduzieren. Der Beweis verläuft 
genau so wie im Falle n = 1 . Ist H ein Begrenzungsstück von @, 
auf welchem es Punkte mit zwei verschiedenen v-Koordinaten v^, t;^ 
gibt, so können wir genau dieselbe Konstruktion der Funktion h vor- 
nehmen wie vorhin. Wesentlich ist dabei nur, daß die Gerade A^ A^ 
und die beiden durch die Punkte A^^ und A^ gezogenen Geraden 
i; = Vj, v = v, zusammen mit dem Begrenzungsstück 2, — bzw. ge- 
gebenenfalls mit einem anderen Randstück ^, welches ebenfalls Rand- 
punkte mit Ordinaten v^ und v, besitzt und sich zwischen A^A^ und 
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2 einschiebt — ein Gebiet & begrenzt^). Es ergibt sich so, daß die 
Annahme v^ ^ v, nicht haltbar ist, und daß somit alle Randstücke 
2^ Schlitze der in Frage stehenden Art sind Der gewünschte Nach- 
weis ist damit vollständig erbracht. 

Wir haben in den vorangehenden Betrachtungen stets angenommen, 
daß es überhaupt Kurven u = konst. gibt, welche in G nicht geschlossen 
sind. Sollten alle Äquipotentialkurven geschlossen sein, so muß das 
Büd @ offenbar aus der vollen Ebene ohne Randpunkte bestehen. 
Dann aber kann auch G keinen Rand besitzen, d. h. G ist die volle 
z- Ebene. 

§ 7. Die Abbildung am Rande. 

Wir haben unsere Gebiete als offene Gebiete vorausgesetzt und 
uns demgemäß zimächst nur für die umkehrbar eindeutige Abbildung 
des Inneren auf das Innere des Schlitzbereiches interessiert. Jedoch 
gelingt es leicht, die Abbildung noch bis auf den Rand zu verfolgen. 
Um das Ergebnis der anzustellenden Betrachtung gleich mit voller 
Allgemeinheit formulieren zu können, unterscheiden wir zwei Kate- 
gorien von Randpunkten: erreichbare und unerreichbare Randpunkte. 
Wir nennen einen Randpunkt P erreichbar, wenn er Endpunkt eines 
stetigen Kurvenstückes E ist, dessen 
sämtliche übrigen Punkte im Inne- 
ren von G liegen. Alle anderen 
Randpunkte heißen unerreichbar. 
Jedes, von stückweise glatten Kurven 
begrenzte Gebiet hat nur erreichbare 
Randpunkte^), Beispiele für das 
Auftreten unerreichbarer Rand- 
punkte geben die nebenstehenden 
Figuren; in Fig. 111 ist das 
Rechteck ABCD durch unendlich viele, abwechselnd von der Seite 
AB und CD ausgehende, gegen die Seite BC sich häufende gerad- 
linige Einschnitte modifiziert, wodurch alle Randpunkte auf BC un- 
erreichbar werden, ohne daß der einfache Zusammenhang verloren 
geht; in Fig. 112 windet sich das Gebiet asymptotisch um eine Grenz- 
kurve A, In beiden Fällen kann jedenfalls zufolge der früheren Er- 
gebnisse das Innere noch auf das Innere des. Einheitskreises umkehrbar 
eindeutig und konform abgebildet werden, was zunächst völlig paradox 
erscheinen mag. 



D 



B 



Fig. 111. 



^) Die Definition des Gebietes @' kann hier genau ebenso wie in Anm. 
S. 347 ohne anschauliche Bezugnahme auf die Begrenzungsmannigfaltigkeiten 
^j, . . ., 2"« gegeben werden. 

*) In der Tat folgt dies sofoit aus der Existenz einer ins Innere weisen- 
den Normalen, die zur Definition von E benutzt werden kann. 
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Jeder erreichbare nicht isolierte Randpunkt P hat folgende anschau- 
lich einleuchtende Eigenschaft: Ein hinreichend kleiner, mit dem Radius 
r um P geschlagener Kreis schneidet aus G ein Teilgebiet K^ heraus, 
welches den Punkt P auf seiner Begrenzung enthält und dessen volle 
Begrenzung aus einem Teile der. Kreisperipherie sowie einem Teil des 
P enthaltenden Randstückes F besteht Um dies ohne Berufung auf 
die Anschauung einzusehen, brauchen wir nur zu beachten, daß eine 
in G gelegene und in P endigende stetige 
Kurve, vom Randpunkt P aus nach dem 
Inneren von G verfolgt, jedenfalls bei 
hinreichend kleinem r einmal aus dem 
Kreise austreten muß; indem man die 
Kreisperipherie von dem Austrittspunkt 
nach beiden Seiten bis zum ersten Schnitt- 
punkt mit fverfolgt — ein solcher Schnitt- 
punkt muß bei hinreichend kleinem r 
wegen des Zusammenbanges des Rand- 
stückes r sicherlich existieren — , erhalten 



wir einen beiderseits auf r endigenden 
Querschnitt, welcher das fragliche Gebiet K^ definiert 

Wir wollen femer beachten, daß unter Umständen (z. B. wenn 
G ein Schlitzbereich ist) iwei verschieden zu rechnende Randpunkte 
demselben Wert von z in der Zahlenebene zugehören können. Wir 
woUen nämlich einen erreichbaren Randpunkt P mehrfachen RandpunÜ 
nennen, wenn man bei hinreichend kleinem r za P verschiedene Ge^ 
biete K^ konstruieren kann, welche voneinander getrennt liegen. In- 
dem wir einen solchen mehrfachen Randpunkt wie mehrere verschie 
dene einfache rechnen, können wir sagen, daß auf jedem zwei ver- 
schiedene erreichbare Randpunkte P', P" verbindenden Querschnitt 
Punkte existieren, deren geradlinige Entfernung oberhalb einer nur 
von P" und P" abhängigen positiven Schranke bleibt. Wenn wir 
femer sagen, daß eine Punktfolge P^, P,, Pg, . . . von inneren Punkten 
des Gebietes gegen einen erreichbaren Randpunkt P konvergiert, so 
meinen wir, daß es eine Folge von ineinandergeschachtelten zum Rand- 
punkt P gehörigen Gebieten K^ mit unbegrenzt abnehmenden Radius r 
gibt, deren jedem alle Punkte P^ mit endlich vielen Ausnahmen an- 
gehören. 

Nunmehr sprechen wir den folgenden Satz aus: Bei der konformen 
Abbildung von G auf einen Schliizbereiih © entspricht jedem erreich- 
baren Randpunkte von G ein bestimmter Randpunkt des Schlitzbereickes. 
Zwei verschiedenen erreichbaren Randpunkten von G entsprechen ver- 
schiedene Randpunkle des Schlilzbereiches. Ist speziell G ein Bereich 
mit lauter irreichbaren Randpunkten, so bleibt die im Inneren konforme 
Abbildung auch am Rande noch umkehrbar eindeutig und stetig. 
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Zum Beweise des Satzes betrachten wir einen erreichbaren Rand- 
punkt P und in seiner Umgebung zwei Punkte P^ und P, von G^ 
welche ganz im Inneren des oben definierten zum hinreichend kleinen 
Kreisradius e gehörigen Gebietes K^ liegen und den Werten z^, z^ 
entsprechen mögen. Wir betrachten die Differenz f{z^) — fi^^} 
= Wj — «2 + * (^1 ~ ^2)* Wegen der Konstanz der Randwerte von t; wird 
der Betrag | f(zj) — f{z^) \ bei hinreichend kleinem e annähernd gleich 
dem Betrage 1«^ — Wg|. Es gilt also gewiß, wenn d = d{8) eine ge- 
eignete positive, mit e gegen Null strebende, nur von e abhängige 
Zahl ist, 

(1) l/'W-/'WI^I«i-«»l + <5- 

Nun müssen die durch P^, P^ gehenden Äquipotentialkurven 
« = Mj, u = u^ sicherlich aus dem Gebiete K^ austreten, wenn r 
zwischen e und einem geeigneten fest gewählten Werte Ry>8 liegt, wobei 
Kr den Quellpunkt außerhalb 
läßt (Fig. 113). Denn alle diese 
Äquipotentialkurven müssen, 
dem Verlaufe ihrer Bildgeraden 
entsprechend, entweder in den 
Quellpunkt oder nach einem 
von r verschiedenen Randstück 

von G führen. Es muß daher ^' 

auf den Begrenzungskreisbögen Pj jjg 

der K^ die Schwankung des 
Realteiles u von f{z) mindestens gleich |«i — Wjj sein; also gibt es 
erst recht zwei Punkte /, /' auf dieser Kreisperipherie, so daß 




z" 



\Jf'(z)dz\^'f{z')-f{z")\-^\u,-u, 

wird, und somit gilt weiter, wenn wir Polarkoordinaten r, ^^ um P 
einführen, 

(2) I\r{zy\rd»>\u,-u,\, 

wobei dieses Integral über den Begrenzungskreisbogen von K^. oder 
einen geeigneten Teil desselben erstreckt wird. Mit Rücksicht auf 
(1) haben wir also nach Anwendung der Schwarzsehen Ungleichheit 
(9) aus § 4 

Indem wir diese Relation durch r dividieren und sodann nach r 
von € bis R integrieren, erhalten wir 

^2nfJ\f'{z)"fdfd9. 

Kb 



(3) 



352 



III, 5. Das Riemannsche Abbildungsprinzip. 



Hierbei bt die rechte Seite gerade der Flächeninhalt des Bildes un- 
seres Gebietes Kr; dieser Flächeninhalt ist gewiß eine feste von e 
unabhängige Schranke M; denn sobald, was wir voraussetzen, außer- 
halb KR^iegt, wird ja der Flächeninhalt des Bildbereiches von Kr 
endlich. Also erhalten wir aus (3) 



<4) 



f{h)-fi'%)\^}l^''M 



1 



\gR-\ge 



+ d. 



und hierin steckt der erste Teil unseres Satzes, nämlich daß f{z) für 
jeden erreichbaren Randpunkt gegen einen festen Grenzwert konver- 
giert; gleichzeitig gibt (4) eine genauere Aussage über die Schärfe 
dieser Konvergenz bei abnehmendem e. 

Genau analog folgt der zweite Teil des Satzes, nämlich, daß 
zwei verschiedenen Randpunkten P^, P^ desselben Randstückes F 
zwei verschiedene Punkte R^, R^ eines Schlitzes ^entsprechen müssen. 

Es seien nämlich Pj , P^ zwei verschiedene erreichbare Randpunkte 
auf dem Randstück F, welches wir der Kürze halber ganz im Endlichen 
liegend annehmen mögen, und E^y E^ zwei Einschnitte der oben charakte- 
risierten Art, welche nach P^, P, hinführen (Fig. 114). Wäre das Bild 
beider Randpunkte P^, P^ derselbe Randpunkt T auf dem Schlitze -2*, 




Fig. H4. 




so müßten die Bildkurven /f^, H^ von E^, E^ beide, aus dem Inneren 
des Schlitzbereiches kommend, in T endigen (Fig. 116). Schlagen wir um 
T die konzentrischen Kreise mit hinreichend kleinen Radien r, so muß, 
(wofern P^, P^ wirklich verschiedene Randpunkte sind), da die 
Kurven jff^, H^ aus jedem dieser Kreise austreten, für die inverse 
Funktion z(f) der Ausdruck \z{^ — z{^')\ oberhalb einer festen 
positiven von r unabhängigen Schranke liegen, wenn ^ und ^' ge- 
eignete Punkte auf dem Kreisbogen vom Radius r sind. Denn die 
Bilder dieser Kreisbögen müssen bei hinreichend kleinem r beiden 
Randpunkten Pj und P^ beliebig nahe kommen und mit Stücken der 
Linien E^ und E^ zusammen einen Querschnitt von G büden, der P^ 
lind P^ verbindet. Genau derselbe Schluß wie oben lehrt nun, daß 
<iies mit der Endlichkeit des Flächeninhaltes von G, dem durch die 
Funktion z(f) charakterisierten Bildbereich von ©, unverträglich ist. 
Also müssen die Punkte P^, P^ identisch sein. 
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Aus dem Bewiesenen folgt, daß für Bereiche mit lauter erreich- 
baren Randpunkten — und dies sind wohl die meisten praktisch vor- 
kommenden — die Zuordnung der Ränder noch umkehrbar eindeutig 
bleibt. Daß sie auch stetig ist, ergibt sich nun ebenfalls unmittelbar. 
Denn andernfalls gäbe es z. B. auf einem Schlitz 2 Punktepaare 
Tm» 2^» (w= 1, 2, 3, . . .), welche selbst gegen einen bestimmten Punkt 
T konvergieren, während ihre 'Bildpunkte P^» Pm sich nicht gegen 
denselben Grenzpunkt von G häufen; dies aber kann nicht eintreten, 
denn es müssen nach dem oben Bewiesenen den Punkten T'jj,, T'^ bei 
hinreichend großem m sicherlich Bildpunkte in beliebiger Nähe des 
Bildpunktes P von T entsprechen. 

Wir können für solche Gebiete das Ergebnis auch so formulieren: 
Bei der konformen Abbildung eines Gebietes mit lauter erreichbaren 
Randpunkten auf ein ebensolches ist die Abbildungsfunktion im ganzen 
Gebiete — höchstens mit Ausnahme des unendlich fernen Punktes bzw, 
seines Bildes — gleichmäßig stetig. 

Treten unerreichbare Randpunkte auf wie in Fig. 111 die Linie 
BC oder in Fig. 112 die Kurve A, so definieren wir einfachste Be- 
standteile des Randes, „PHtnenden^^ folgendermaßen: Es seien 
Qi» Q^y Qsy • • •» ^^"® Folge einander nicht treffender Querschnitte 
von G, so daß alle Punkte von Qj^ mit wachsendem h gegen einen 
festen Randpunkt P von G konvergieren und daß die Qj^ eine Folge 
ineinander geschachtelter P auf ihrem Rande enthaltender Teilgebiete 
G^ von G bestimmen. Die Menge der allen G^ gemeinsam ange- 
hörigen Randpunkte bildet dann ein Primende von G. Die Linien 
BC imd A in unseren Beispielen sind solche Primenden. Eine ganz 
geringfügige Modifikation unserer obigen Betrachtung, welche wir dem 
Leser überlassen können, liefert dann die Erweiterung unseres Satzes: 
Die Primenden von G und die Randpunkte des Schlitzbereiches sind 
umkehrbar eindeutig einander zugeordnet^). 

§ 8. Erweiterung der vorangehenden Resultate. 

Die Ergebnisse der vorangehenden Paragraphen lassen eine Ver- 
allgemeinerung und Erweiterung in verschiedener Hinsicht zu. Zunächst 
bemerken wir, daß die Konstruktion unserer Potentialfunktion u keines- 
wegs abhängig war von der Voraussetzung, daß G ein über der Ebene 
einfach ausgebreiteter „schlichter" Bereich ist. Der Bereich G darf 



^) Die Klärung der im § 7 behandeilen Fragen verdankt man Osgood und 
vor allem CatathSodory, welcher insbesondere die Bedeutung der Primenden 
erkannte (Math. Annalen, Bd. 73). Die hier gegebene Darstellung schließt sich 
an Arbeiten des Verfassers an. 
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ein beliebiger endlich- oder unendlichvielblätiriger, berandeter oder un- 
berandeier, als Riemannsche Fläche über der z- Ebene ausgebreiteter 
Bereich sein. Denn jeder solche wie früher als oflfen zu betrachtende 
Bereich läßt sich in der nach § 5 geforderten Weise mit einer Folge 
von. Kreisen K^^ K^, K^,... überdecken. Wir werden nämlich ent- 
sprechend den Festsetzungen in § 3 den Bereich G, mag er endlich 
viele oder unendlich viele Blätter über der 2- Ebene aufweisen, als 
Limes einer Folge ineinandergeschachtelter abgeschlossener, mit stück- 
weise glatten Randkurven versehenen Bereichen G^^ {h=ly 2, 3, ...) 
auffassen, wobei jeder der Bereiche G^ nur endlich viele Blätter auf- 
weist, d. h. die Ebene überall nur endlich oft überdeckt. 

Diejenigen Verzweigungspunkte P in G, in denen nur endlich 
viele Blätter, etwa m, zusammenhängen, dürfen wir dabei als innere 
Punkte mitzählen; wir müssen dann unter den Kreisen K. des ß 5 
zu dem Punkt P einen, K., so definieren, daß er kein gewöhn- 
lieber schlichter Kreis, sondern eine f»-mal überdeckte Kreisscheibe 
mit P als Mittelpunkt wird. Vermöge einer konformen Abbildung 

der Form 2:*" = z' = a?' + iy' können wir diese w- fache Kreisscheibe 
auf eine gewöhnliche schlichte abbilden; da wir für diese die Rand- 
wertaufgabe der Potential theorie und die zugehörige Minimumsaufgabe 
aus § 4 lösen können, so gut dasselbe sofort auch für die mehrfach 
überdeckte Kreisscheibe; denn einerseits bleibt eine Potentialfunktion 
als Realteil einer analytischen Funktion auch nach einer konformen 
Abbildung Potentialfunktion in den neuen Koordinaten; andererseits 
ändert sich bei konformer Abbildung das Integral D [$] nicht. Nach 
dieser Bemerkung bleibt der Gang der Überlegung zur Konstruktion 
von ti hier wördich derselbe wie in § 5. 

Bezüglich der konjugierten Funktion v bleiben ebenfalls alle 
Schlüsse dieselben wie vorher. Insbesondere schließen wir, daß v 
eindeutig in G bleibt, wenn jede ganz in G verlaufende geschlossene 
Kurve C das Gebiet G in zwei Teilgebiete zerlegt. (Daß dies nicht 
immer der Fall zu sein braucht, werden wir später noch sehen.) Ein 
solcher Bereich heißt ,fSchlichtartig^*, 

Es gilt nun der folgende schon sehr allgemeine Satz: Jeder 
schlichtartige endlich vielfach zusammenhängende Bereich G mit endlich 
oder unendlich vielen Blättern wird durch unsere Funktion 

^ = u-}- iv =^ f{z) 
auf einen geradlinigen Schlitzbereich © der C' Ebene umkehrbar ein- 
deutig und konform abgebildet. Ausnahmsweise kann das Bild © aus 
der ganzen unberandeten C- Ebene bestehen. 

Der Beweis unseres Satzes ist vollständig in § 6 enthalten; denn 
dort ist nirgends die Schlichtheit oder die Endlichkeit der Blätter- 
anzahl benutzt worden. 
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Es bleibt nur übrig, den Ausnahmefall näher zu charakterisieren, 
daß © aus der vollen C- Ebene besteht. Dann muß die Umkehr- 
funktion z = y){C) von f(z) in der vollen Ebene definiert und eindeutig 
sein und kann, da jedem Werte von ^ ein bestimmter innerer Punkt 
von G entsprechen muß, als Singularitäten nur Pole besitzen, also 
gewiß auch nur endlich viele. Daher ist yj (f) eine rationale Funktion, 
etwa vom m-ten Grade, und G ist die zu dieser Funktion gehörige 
geschlossene m- blättrige Riemannsche Fläche über der z- Ebene. 

Viel schwieriger ist die Frage, was es für das Gebiet G bedeutet, 
wenn einer der Schlitze von © sich auf einen Punkt reduziert. Ist 
n = 1 , und wird dieser Grenzpunkt durch eine lineare Transformation 
ins Unendliche verlegt, so haben wir in der Umkehrfunktion tp{^) 
eine ganze (transzendente oder rationale) bzw. allgemeiner mero- 
morphe Funktion vor uns; wir werden so auf die Problemstellungen 
im Sinne des Picardschen Satzes verwiesen; doch sind die be- 
treffenden Fragen noch nicht restlos geklärt. 

Unsere Ergebnisse sind noch in einer Richtung einer Erweiterung 
fähig. Wir können nämlich unter Beibehaltung der Voraussetzung 
der Schlichtartigkeit dem Bereiche G erlauben, unendlich vielfach 
zusammenhängend zu sein, d. h. unendlich viele Querschnitte zu ge- 
st^Jen, ohne in Teile zu zerfallen. Wir werden einen solchen Be- 
reich definieren als Limes einer Folge von Bereichen G-, deren jeder 
endlich vielfach zusammenhängend ist. Auch ein solcher Bereich G 
wird durch unsere Funktion f = f(z) = u -{- iv auf einen schlichten 
Bereich und zwar einen, nunmehr von unendlich vielen Schlitzen be- 
grenzten geradlinigen Schlitzbereich abgebildet. Wir wollen dieses 
Resultat, welches man direkt durch eine Verfeinerung der Über- 
legungen von § 6 erhalten könnte, im nächsten Paragraphen auf Grund 
eines allgemeinen, auch für sich wichtigen. Satzes über die Funktionen 
f{z) ableiten. 

Daß die Sätze über Ränderzuordnung aus § 7 keineswegs an die 
Schlichtheit des Bereiches G gebunden sind, bedarf kaum einer be- 
sonderen Hervorhebung. 

§ 9. Die Stetigkeit der Abbildungsfunktion in ihrer Ab- 
hängigkeit vom Gebiet. Allgemeines Uniformisierungs- 

prinzip . 

Wir beweisen für unsere Abbildungsfunktionen folgende Eigen- 
schaft, welche wir als die Stetigkeit der Abhängigkeit vom Gebiet G 
bezeichnen könnten: 

Es sei das schlichtartige Gebiet G der Limes einer Folge inein- 
andergeschachtelter Gebiete G-, deren jedes den Punkt (z ^^0) ent- 
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hallen möge; es seien fj{z) =^ Uj-^-iVj unsere Ahhildungsfunktiomn für 
G., welche sich im Punkte verhalten wie — , dann konvergieren die 

Funktionen f. (z) in jedem ausschließenden in G liegenden abge^ 

schlosssnen Teilgebiet G von G gleichmäßig gegen die Abbildungsfunktion 
f{z) von G. 

Wir definieren zum Beweise mit einer allen G. gemeinsamen 
Funktion S (vgl. § 3) 

C7. = w. — 5, t/ = M — S. 

Ferner schreiben wir D.[$] statt Dgj[^] und setzen 

(1) d.= D^[ü;[. 

Diese Zahlen d. sind die Minimumswerte für die betreffenden Mini- 
mumprobleme im Sinne von § 5. Sicherlich gilt für jedes / 

(2) d^^d. 

Denn wegen der Minimumeigenschaft von U, für G- gilt 

d. = D^ [V;\ £ D. [U] £D[U] = d. 
Ebenso folgt für Ä > / wegen 

Dj[Ui]£D.[U,]£D,[U,] = d, 
die Beziehung 

(3) d.^d, (j<Ji). 
Mithin existiert 

(4) lim d. = d*£d. 

;=» 

Ferner haben wir zufolge Gleichung (1) aus § 6 für jede in G- 
stetige, mit stückweise stetigen ersten Ableitungen und endlichem 
DAh] versehene Funktion h die Gleichung D. [t/., h] = 0. Wir setzen 
speziell h = Uj^— U. und schließen dann aus der Beziehung 

d, -= D, [U,] ^ D^. [U,] = D^ [U. + h] = D. [Uj] + Dj [h] 

-=d. + D.[U,-Uj], 

daß bei hinreichend großem / und k das Integral D. [Uj. — U ] be- 
liebig klein wird. Es gilt also sicher für jedes feste im Inneren von 

G liegende Teilgebiet G 

(5) limDc;[C7,- U^ = 0. 

;=» 

Aus Hilfssatz la in § 4 und der Voraussetzung U = in O folgt 

nunmehr in G die gleichmäßige Konvergenz der Funktionen 17. bzw. 
das Entsprechende für die Potentiale «. und somit für die analytischen 
Funktionen f^{z). 



§ 9. Die Stetigkeit der Abbildungsfunktion in ihrer Abhängigkeit v. Gebiet. 357 

Wir nennen die Grenzfunktionen U* bzw. w*, f*{z)y Da die 
Konvergenz auch für die Ableitungen gleichmäßig bleibt, so ist wegen 

(1)» (2), (4) 

Dg [U*] = lim Dq [U^ £d*£d. 

Da G ein beliebiges inneres Teilgebiet von G ist, so folgt hieraus 
sofort die Existenz von D [U*] und zwar genauer die Relation 

(6) D [U*] £ d. 

Wäre D [U*] < d, so hätte das Minimumproblem für G, entgegen 
der Voraussetzung, nicht U zur Lösung, da man einen kleineren 
Wert des Dirichleischen Integrales als Z) [t/] = i durch eine zulässige 
Funktion U* erzielen könnte. Also ist D[U*] = d = d*, und U* 
stellt eine*) Lösung des Minimumproblems für G dar; wir können 
also setzen 

(7) U*=U 
und haben damit unseren Satz bewiesen. 

Wir benutzen diesen Satz, um die konforme Abbildung des Ge- 
bietes G zu studieren, welche von der Funktion f(z) vermittelt wird, 
wenn G zwar schlichtartig, aber unendlich vielfach zusammenhängend 
ist (man denke etwa an die 2:- Ebene, welche mit unendlich vielen 
Löchern oder Einschnitten versehen ist). Die Gebiete G. seien alle 
endlich vielfach zusammenhängend. Dann ist das durch die Funktion 
f = f (^z) entworfene Bild @ . von G . jedenfalls ein schlichter Bereich, 
nämlich ein Schlitzbereich. Zwei getrennten Gebieten G', G", welche ganz 
in Gj liegen und in deren Innerem zwei Punkte P* bzw. P" fixiert sein 
mögen, werden also in der f- Ebene getrennte Gebiete ©/, ®." ent- 
sprechen; wegen der Konvergenz der Funktionen f{z) werden also 
die Gebiete G', G" durch die Funktion f = f(z) ebenfalls auf Ge- 
biete ©', &' über der f- Ebene abgebildet, die einander jedenfalls 
nicht überdecken; den zwei, in G beliebig wählbaren getrennten Punkten 
P', P" entsprechen daher als inneren Punkten von Q' bzw. G" ver- 
mittels der Funktion f = f{z) sicher verschiedene Werte von f ; oder 
mit anderen Worten, der Bildbereich © von G ist schlicht. Wir 
haben damit den Satz bewiesen: Jedes schlichiariige Gebiet läßt sich 
umkehrbar eindeutig und konforfn auf ein schlichtes Gebiet abbilden. 

Dieser merkwürdige Satz heißt nach Kotbe das allgemeine Uni- 
formisierungsprinzip, eine Bezeichnung, welche später durch § 13 
verständlich werden wird. 



^) Dafi es keine ander e Lösung geben kann, besagt der Satz des nächsten 
Paragraphen. 
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Nachdem die Schlichtheit des Bereiches © erkannt ist, liefern 
die Überlegungen von § 6 ohne Modifikation das weitere übrigens 
später hier nicht benutzte Resultat, daß © wieder ein geradliniger 
Schlitzhereich sein muß, d. h. von geradlinigen zur w- Achse parallelen 
Strecken begrenzt ist, indem jede zusammenhängende Punktmenge 2 
von Randpunkten des Bereiches © konstante Ordinaten v besitzt. 

§ 10. Der Eindeutigkeitssatz für die Abbildung. 

Wir können den Punkt und die Richtung der %-Achse im 
Bereiche G, den wir wieder als w-fach zusammenhängend annehmen, 
beliebig wählen, und die Funktion fiz) mit einer beliebigen reellen von 
Null verschiedenen Konstanten multipliziert denken. Wir erhalten so 
zu jeder Stelle {z = z^) von G und jeder komplexen Zahl a eine 
„Strömungsfunktion^* C = f{z)= u -}- iv, welche überall in G außer 

in regulär ist, für die f[z) — in regulär bleibt, und durch 

Z — Zq 

welche das Gebiet G auf einen Schlitzbereich der f -Ebene abgebildet 
wird. Wir behaupten, daß durch diese Eigenschaften die Funktion 
f == f{z) bis auf eine willkürliche additive Konstante eindeutig bestimmt 
ist. In der Tat nehmen wir an, f* = «* -f- iv* sei- eine zweite solche 
Funktion von z, dann ist ^* = u* -\- iv* =^ (p [C) eine analytische 
Funktion von f = « -|- iv, welche einen Schlitzbereich © der f -Ebene 
auf einen Schlitzbereich ©* der f* -Ebene konform abbildet und sich 
im Unendlichen verhält wie f -\- regulärer Funktion. Wir bilden für 
die Differenz 

ri = C* — ^ = p-\-iq = (m* — u) -\- i {v* — v) = y^ (C) 
das über den Bereich S erstreckte Integral 

indem wir beachten, daß wir wegen der Regularität von rp{0 über 
den Punkt C ^ oo der f- Ebene ohne weiteres hinweg integrieren 
dürfen^). Formen wir nach der Gr^^nschen Formel um und beachten, 
daß Ap = in G ist, daß ferner die zu p konjugierte Potential- 
funktion q an jedem Schlitz konstante Randwerte besitzen muß, so 
folgt D[p] = 0, und hieraus die Konstanz von p und damit die von »;. 
Wir können auch folgendermaßen schließen: Die Funktion r;{C' 
ist überall im Schlitzbereich © regulär und absolut genommen be- 
schränkt; sie bildet den Bereich © auf einen über der iy -Ebene aus- 
gebreiteten Bereich T ab, dessen Randpunkte wegen der Konstanz 
der Randwerte von q auf jedem Schlitz 2 von © selbst n Schlitze, 
d. h. geradlinige Stücke bilden müssen. Das Gebiet T liegt ganz im 



1) Vgl. Kap. 3, § 3, S. 287. 
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Endlichen. Besäße es einen inneren Punkt P, so könnten wir von 
diesem aus über der iy -Ebene eine beispielsweise aus endlich vielen 
geraden Stücken bestehende ins Unendliche verlaufende Linie ziehen, 
die keinen der Begrenzungsschlitze von T trifft. Diese Linie müßte 
aus T austreten, also einen Randpunkt von T enthalten, der auf 
keinem der Schlitze von T liegt, was nicht angeht, da diese S>chlitze 
die volle Begrenzung von T bilden. Also kann T keine inneren 
Punkte besitzen, muß sich mit anderen Worten auf einen Punkt 
reduzieren; es muß also rj eine Konstante sein. 

Hiermit ist das behauptete Eindeutigkeitstheorem bewiesen. 



§ 11. Die algebraischen JRiemannscYi^n Flächen 

und ihre Analysis situs« 

Wir werden von den Überlegungen des § 5 eine Anwendung 
machen, um einige der wichtigsten tieferen Probleme der Rietnann- 
sehen Funktionentheorie zu lösen. Als Vorbereitung hierzu müssen 
wir zunächst uns eine genauere Vorstellung von dem Verlaufe der 
sogenannten algebraischen Riemannschen Flächen verschaffen. Wir 
wollen unter einer algebraischen Riemannschen Fläche ein Gebiet G 
verstehen, welches aus einer endlichen Anzahl vollständiger Exemplare der 
2 -Ebene bzw. der ^- Kugel besteht, die in endlich vielen Verzweigungs- 
punkten miteinander verbunden sind. Wir haben also in G eine ge- 
schlossene Riemannscht Fläche der schon früher in § 8 betrachteten Art 
vor uns. Jede algebraische Funktion von z liefert uns eine solche Fläche; 
denn man kann nach Kap. 4 § 7 eine algebraische Funktion geradezu 
charakterisieren als eine solche, die auf einer algebraischen Riemann- 
schen Fläche bis auf endlich viele Pole regulär ist. So liefert uns 

z. B. die Funktion f = V^n (^) ' ^^bei R^ (z) eine ganze rationale Funk- 
tion 2 n - ten Grades ohne mehrfache Nullstellen ist, eine zweiblättrige 
Riemannsche Fläche G mit 2« einfachen Verzweigungspunkten in 
den Nullstellen von Rn{z). Wir können diese Fläche, welche im Falle 
« = 1 schon in Kap. 3 § 4, 5, im Falle n — 2 in der Theorie der ellip- 
tischen Funktionen ausführlich diskutiert ist, entstanden denken, indem 
wir die 2 -Ebene längs n etwa geradlinigen Schnitten aufschneiden, zwei 
kongruente Exemplare übereinanderlegen und dann die Schnittränder 
in der üblichen Art kreuzweise aneinanderheften. Man nennt die so 
entstehenden Flächen „hyperelliplischs'' Flächen, 

Diese hyperelliptischen wie schon die elliptischen Flächen (n —^ 2) 
geben die einfachsten Beispiele nicht mehr schlichtartiger Gebiete, 
Man kann nämlich, wie in der P'igur 116 durch die teüs stark, teils 
punktiert gezeichneten Kurven angedeutet ist, auf diesen Flächen doppel- 
punktlose geschlossene Kurven Q bzw. (^ ziehen, welche die Fläche 
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nicht in getrennte Stücke zerlegen. Solche Linien, die wir stückweise 
glatt annehmen wollen, nennen wir kurz „RückkehrschnüW der 
Fläche. Jeder Rückkehrschnitt besitzt zwei „Ufer*', und nach Defini- 
tion gehören beide Ufer nicht getrennten Gebieten an, d. h. es ist 
möglich, von irgendeinem Punkte P eines Rückkehrschnittes Q eine 
wieder zu P zurückführende Kurve ^ in G so zu führen, daß Q und Q' 
sich sonst nirgends schneiden. Q und (/ stehen offenbar in derselben 
Beziehung zueinander wie Q' und Q, d. h. auch (^ ist ein Rückkehr- 
schnitt. Wir nennen die Rückkehrschnitte Q und Q' zueinander kon- 
jugiert. 

Auf unseren hyperelliptischen Flächen können wir sofort p = n— 1 
getrennte Paare konjugierter Rückkehrschnitte angeben, wie dies in 
der Figur für p = 2 angedeutet ist. 




Fig. 116. 

Um sich allgemein eine anschauliche Vorstellung von den Zu- 
sammenhangsverhältnissen unserer /^i^mannschen Fläche zu ver- 
schaffen, was wegen der Selbstdurchdringungen und Verzweigungen 
schwierig ist, kann man folgendermaßen vorgehen: Man denke sich 
die m Blätter der Fläche G auseinandergenommen, so daß m volle 
durch gewisse Schnitte, die „Verzweigungsschnitte", aufgeschlitzte 
Ebenen entstehen. Jedes Ufer eines Verzweigungsschnittes denken 
wir uns mit einer Zahl bezeichnet, und zwar solche Ufer verschiedener 
Blätter, welche in G zusammengeheftet sind, mit derselben Zahl. Wir 
betrachten ein solches aufgeschnittenes Blatt, welches etwa j-fach 
zusammenhängend sein möge, und denken uns dasselbe, um die Vor- 
stellung des unendlich Femen zu vermeiden, durch stereographische 
Projektion auf eine Kugel übertragen. Sodann verzerren wir dieses 
Blatt im Räume stetig, bis es die röhrenförmige oder sackförmige 
Gestalt angenommen hat, welche in den Fig. 117 — 119c für den Fall 
^-=1, 2, 3 gezeichnet ist. Die Bezeichnung der Ufer in dem ver- 
zerrten Gebilde behalten wir bei. So erhalten wir tn räumliche Ge- 
bilde R^, Ray ..., R dieser Form, deren Ränder aus den Verzwei- 
gungsschnitten von G entstanden sind. Nunmehr heften wir diese 
Gebilde R^y R^, ..., R^ derart aneinander, daß dabei die gleich- 
bezeichneten Randstücke zur Deckung kommen, wobei wir nötigen- 
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falls durch eine neue stetige Verzerrung dafür Sorge tragen können, 
daß überall genau solche Punkte miteinander vereinigt werden, welche 
früher auf der Riemannschen Fläche ebenfalls zusammenfielen. Indem 
wir dabei Schritt für Schritt vorgehen, nämlich jeweils durch Anheftung 
eines neuen Gebildes Ä., können wir offenbar, nötigenfalls durch noch- 
malige stetige Verzerrung, dafür sorgen, daß die entstehende, notwendig 






Fig. 117 a— c. 



im Räume geschlossene Fläche sich nirgends selbst durchdringt oder 
knotet und somit die Gestalt der Flächen in Fig. 120 a — c aufweisen wird, 
d. h. geschlossener, im Räume liegender Flächen, welche Löcher zeigen, 
ohne Ränder zu besitzen. Die erste der gezeichneten Flächen ist die 
schon aus der Theorie der elliptischen Funktionen bekannte Ring- 






Figf. 118 a— c. 



flä:he, die zweite hat Bretzelform, die dritte weist drei Löcher auf, ver- 
und offenbar kann man so beliebig weitergehen. Selbstverständlich 
können bei unserem Verfahren auch Flächen vom Typus der Ku gel, 
d. h. Flächen ohne Löcher, entstehen . 

Man kann, indem man diese räumlichen Flächen sich wieder 
flach zusammengepresst denkt, sagen: Unsere Flächen mit />- Löchern 
lassen sich umkehrbar eindeutig und stetig auf einen Doppelhereich ab- 
bilden, der zu einem /)-f-l-fach zusammenhängenden schlichten Be- 
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reich B gehört. Dabei verstehen wir unter diesem Doppelbereich den 
durch Hinzufügung der Unterseite von B zu B gebildeten Bereich. 

Die so aus G entstandene räumliche Fläche, welche wir mit R 
bezeichnen wollen und ebenfalls als „Riemannsche Fläche" bezeichnen 
können, besitzt genau dieselben inneren Zusammenhangsverhältnisse 
wie G; d. h. jeder geschlossenen doppelpunktlosen Kurve auf G ent- 






Fig. 119 a— c. 

spricht eine ebensolche Linie auf R, jedem Rückkehrschnitt auf G 
entspricht eine doppelpunktlose geschlossene Kurve auf Ry welche R 
nicht in zwei Teile zerlegt, oder, wie wir ebenfalls sagen können, ein 
Rückkehrschnitt auf R^y Dasselbe gilt umgekehrt. Es bedeutet eine 
große Erleichterung der Anschauung, wenn wir uns die Zusammen- 




/2-2 




Fig. 120 a-c. 

hangsverhältnisse auf G durch Betrachtung von R klarmachen. Die 
Anzahl p der Löcher in der Fläche R nennen wir das Geschlecht 
von R. Es wird sich im folgenden von selbst zeigen, daß diese An- 
zahl p ganz unabhängig von der Art der Deformation der Fläche G 
ist und eine fundamentale, der Fläche G zugehörige Konstante dar- 



") Wir können übrigens alle stetigen Verzerrungen, welche wir vor- 
zunehmen haben, so treffen, dafi R eine stückweise stetig gekrümmte Fläche 
wird und stückweise glatte Kurven auf G in ebensolche auf R übergehen. 
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stellt; wir nennen darum auch p das Geschlecht der Biemannschen 
Fläche G. 

Um die Bedeutung von p zu verstehen, betrachten wir die 
Fläche R und ziehen auf ihr wie in der Figur p Rückkehrschnitt- 
paare Q^, Q^, . . . , O , O ', welche ganz voneinander getrennt liegen, so 
daß zu jedem Loch ein Paar gehört. Man erkennt unmittelbar, daß durch 
diese Schnitte die Fläche R in eine schlichtartige Fläche Ä* verwandelt 
wird; denn nach Ausführung der sämtlichen Schnitte Q^y Qf ist kein 
weiterer, die Fläche R* nicht zerlegender Rückkehrschnitt mehr 
möglich. Entsprechend erhalten wir auch auf G p Paare konjugierter 
Rückkehrschnitte, welche G in einen schlichtartigen Bereich G* ver- 
wandeln und die wir ebenfalls mit Q^, Q^', . . . , O , Q ' bezeichnen wollen. 

Beiläufig sei bemerkt, daß schon durch die p Rückkehrschnitte Q^ 
die Fläche G in eine schlichtartige verwandelt wird. 

Als Ergebnis unserer Betrachtungen halten wir fest: Die Riemann- 
sche Fläche G läßt sich durch p getrennte Paare konjugierter Rück- 
kehrschnitte in ein schlichtartiges Gebiet G* verwandeln. 

Nunmehr stellen wir uns vor, daß von einem beliebigen Punkt 
von G aus nach je einem Punkt jedes Rückkehrschnittpaares, etwa 
nach dessen Treffpunkt, ein Einschnitt C^ bzw. Cg, ..., C gezogen 
wird, so daß alle diese Einschnitte weder einander noch sonst die 
Rückkehrschnitte Q., Qf treffen. Wir behaupten, daß durch die Rück- 
kehrschnittpaare und die Einschnitte G in ein einfach zusammen- 
hängendes Gebiet verwandelt wird. In der Tat, wir können nach 
§ 6 sicherlich G* auf einen schlichten Bereich © abbilden, wobei jedes 
Rückkehrschnittpaar, das ja eine zusammenhängende Randlinie von . 
G* darstellt, in einen Schlitz übergeht; jede Linie C,. geht in einen 
von einem festen Punkte P in © nach einem der Schlitze führenden 
Schnitt über, und da ein ^-fach zusammen- 
hängender schlichter Bereich durch p der- 
artige Schnitte in einen einfach zusammen- 
hängenden verwandelt wird, so ist unsere Be- 
hauptung bewiesen. Wir können nun auch 
alle die Einschnitte Q zum Verschwinden 
bringen, indem wir z. B. den Treffpunkt 
jedes Rückkehrschnittpaares in den Punkt P 
hineingezogen vorstellen; hier zu brauchen wir 
ihn nur unter stetiger geeigneter Deformation Fig. 121. 

des Schnittpaares längs C^ zu verschieben. Wir 

haben dann die Fläche von einemPunkte P aus „kanonisch zerschnitten** ^ 
wie dies in Fig. 121 für /> ^= 2 veranschaulicht ist. Das System der 
Rückkehrschnitte Q., Qf bildet dann einen geschlossenen Zug, welcher 

die Fläche G in einen einfach zusammenhängenden Bereich G ver- 
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wandelt. Wir können uns von dieser zerschnittenen Fläche und der 
Zuordnung der Schnittufer eine Vorstellung machen, indem wir G erst 
auf einen schlichten Kreis abgebildet denken und sodann diesen durch 
stetige Deformation derart in ein geradliniges Polygon mit 4 p Seiten 
verwandeln, daß jedem Schnittufer eine Polygonseite entspricht. Dann 

ist, wie man leicht erkennt die Zuord- 
nung der Seiten so beschaffen, wie es 
in der Fig. 122 für den Fall /> = 2 
\ /^/+ durch die gezeichneten Pfeile darge- 
Vv^ stellt wird. 

• 

t » 

In den vorangehenden Betrachtungen, 
welche der von Leibniz als „Analysis 
Situs'' bezeichneten geometrischen Dis- 
ziplin angehören, ist von der räumlichen 
geometrischen Anschauung ausgiebig 
Gebrauch gemacht worden. Man kann 
diese Berufung auf die Anschauung ohne 
prinzipielle Schwierigkeiten umgehen 
und die Betrachtungen der Analysis situs auf einen axiomatischen 
Boden stellen, genau wie andere mathematische Disziplinen; doch 
würde dies für den gegenwärtigen Zweck zu weit führen^). Für das 
Folgende wollen wir einfach als Voraussetzung fordern, daß der zu 
betrachtende Bereich G durch p Rückkehrschnittpaare in der ange- 
gebenen Weise kanonisch zerschnitten sei. Daß diese Zahl p von 
der Willkür unabhängig ist, welche bei der Art der kanonischen Zer- 
schneidung noch bleibt, wird sich im folgenden Paragraphen von 
• selbst ergeben. 







Fig. 122. 



§ 12« Die Abelschen Integrale und algebraischen 
Funktionen auf gegebenen ßiemann sehen Flächen« 

Einer der größten Erfolge der Riemannschen Ideenbildungen war 
der Einblick, den sie in das Wesen der algebraischen Funktionen und 
ihrer Integrale gestatten. Wir sind nunmehr hinreichend vorbereitet, 
um diese Gedankengänge zu erfassen. Riemann geht nicht von einer 
algebraischen Gleichung zur Definition der algebraischen Funktion aus, 
um von da aus eine Riemannsche Fläche zur Darstellung des Funk- 
tionsverlaufes zu konstruieren, sondern er legt eine geometrisch ganz 
beliebig definierte algebraische Riemannsche Fläche G, d. h. eine Fläche 
der eben charakterisierten Art zugrunde und stellt zunächst die fun- 
damentale Frage, ob es stets zu einer solchen Fläche eine algebra- 



^) Es sei vor allem auf das auf S. 328 zitierte Werk von IVeyl ver- 
wiesen. 
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ische Funktion gibt, deren Riemannsche Fläche G ist. Diese Frage 
werden wir in positivem Sinne beantworten, indem wir mit Riemann 
nicht unmittelbar auf die Konstruktion algebraischer Funktionen aus- 
gehen, sondern zunächst solche Funktionen auf G suchen, die zwar 
selbst in G noch nicht eindeutig sind, deren Differentialquotient jedoch 
eindeutig wird, d. h. eine algebraische Funktion ist. Diese Funktionen 
nennt man Abelsche Integrale nach dem großen Mathematiker, der zum 
ersten Male solche transzendenten Funktionen systematisch studiert hat. 
Wir wollen daran gehen, alle zur Fläche G gehörigen Abelschen 
Integrale aufzustellen. Nach ihrer Definition sind es einfach die 
Integrale der algebraischen Funktionen auf G, aufgefaßt in ihrer Ab- 
hängigkeit von der oberen Grenze. Kennt man alle ^6^/schen Inte- 
grale auf G, so erhält man durch deren Differentiation offenbar alle 
algebraischen Funktionen. Diese selbst sind ganz spezielle, nämlich auf 
G eindeutige, Abelsche Integrale. 

Wir unterscheiden drei Typen von Abelschen Integralen, aut 
welche, wie sich nachher zeigen wird, alle andern sich zurückführen 
lassen : 

Integrale erster Gattung oder überall endliche Integrale heißen 
solche Abelschen Integrale, welche überall auf G regulär sind, also 
nirgends auf G unendlich werden. 

Integrale zweiter Gattung nennt man die Abelschen Integrale, 
welche auf der Fläche G Pole besitzen, sonst aber nirgends singulär 
werden. 

Integrale dritter Gattung schließlich heißen solche, die logarith- 
mische Singularitäten aufweisen. 

Es sei f(z) ein Abelsches Integral erster oder zweiter Gattung 
i^d Q, Q* zwei „äquivalente'' Rückkehrschniite, d. h. zwei solche Rück- 
kehrschnitte, welche durch stetige Deformation auseinander hervor- 
gehen. Wir dürfen annehmen', daß sie entweder einander nicht 
treffen und aus G ein zweifach zusammenhängendes schlichtartiges 
Gebiet G' ausschneiden, oder einander zwar treffen, aber zu einem 
dritten Rückkehrschnitt Q** in jener Beziehung stehen. 

Die Funktion f (^z) besitzt als Singularitäten in G nur Pole von 
mindestens zweiter Ordnung; wir wollen annehmen, daß auf Q, Q* 
kein Pol liegt; dann ist, falls Q, Q* einander nicht treffen, nach dem 
Residuensatz ^) das Integral von /*' (z), um den Rand des Gebietes G' 
herum erstreckt, gleich Null; d.h. aber, die Integrale Jf'{z)dz über 
die beiden Rückkehrschnitte Q und Q* sind einander gleich; das- 
selbe folgt, wenn Q, Q* sich treffen, unter Zuhilfenahme von Q**. Wir 
nennen diesen Wert, welcher die Änderung der Funktion f(z) beim 



1) Vgl. Abschn. I, Kap. 5 § 8. 
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Umlauf um einen Rückkehrschnitt Q oder einen äquivalenten darstellt, 
den zu diesem Schnilt gehörigen BeriodizUätstnodul. 

Haben wir ein Integral dritter Gattung vor uns, so kommt zu 
der additiven Mehrdeutigkeit durch die Periodizitätsmoduln noch die 
beim Umlauf um die logarithmischen singulären Stellen hinzu. 

Um den Existenzbeweis für die verschiedenen Typen der Abel- 
sehen Integrale zu führen und zugleich eine Übersicht über die ver- 
schiedenen sich so ergebenden Funktionen zu erhahen, brauchen wir 
uns nur der Überlegungen von § 5 zu erinnern. Diese liefern uns 
sofort die Existenz eines ^46^/schen Integrals zweiter Gattung, welches 
in einem gegebenen Punkte (etwa z — 0) von G einen Pol erster 

Ordnung mit dem gegebenen Hauptteil — oder allgemeiner - - be- 

z z 

sitzt und sonst nirgends unendlich wird. Ist der betreffende Punkt O 
gerade ein Verzweigungspunkt w — 1 - ter Ordnung von G, so bilden 
wir vorher die Fläche G durch eine Transformation der Gestalt 

z = z^^ so auf eine andere über der 2' -Ebene ausgebreitete Fläche G' 
ab, daß der Umgebung des Punktes ein schlichtes Gebiet in C 
entspricht, und übertragen dann rückwärts die für G' gefundene 
Funktion auf G. 

Um Integrale zweiter Gattung mit höheren Polen bzw. Integrale 
dritter Gattung zu erhalten, können wir wörtlich wie in § 5 ver- 
fahren; nur müssen wir die dort mit S bezeichnete Funktion etwas 
anders definieren. Suchen wir etwa ein Integral zweiter Gattung, 

welches im Punkte unendHch wird wie — - , so definieren wir im 

Kreise K 

1 r" 

5 ^-. — cos n'& -\ — ^ cos n t^ , 

wobei r, & zum Kreise konzentrische Polarkoordinaten sind. Auch 
diese Funktion hat die Eigenschaft, auf der Peripherie von K ver- 
schwindende normale Ableitungen zu besitzen, so daß, wenn wir 
außerhalb K die Funktion 5 gleich Null setzen, die Überlegungen 
von § 5 wörtlich unverändert bleiben. Sie vereinfachen sich sogar 
prinzipiell für geschlossene Flächen dadurch, daß sich G mit endlich 
vielen Kreisen in der nötigen Art überdecken läßt. Durch Addition 
verschiedener solcher Integrale können wir sofort ein Integral zweiler 
Gattung herstellen, welches an gegebenen Stellen gegebene Hatiptteile 
besitzt. Indem wir beachten, daß die Potentialfunktion w, welche wir 
als Lösung unseres Minimum problems erhalten, ihrer Definition nach 
eindeutig ist, erkennen wir, daß die Mehrdeutigkeit von f{z) sich allein 
im Imaginärteil v ausprägt, daß also die konstruierten Integrale rein 
imaginäre Periodizitätsmodulen besitzen. Durch Multiphkation mit i 
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können wir natürlich ebenso solche mit reellen Periodizitätsmoduln 
erhalten. 

Auch die Konstruktion der Integrale dritter Gattung gelingt sofort, 
wenn wir nur eine geeignete Singularitätenfunktion S angeben können. 
Zu dieser gelangen wir folgendermaßen: Wir nehmen zwei Punkte 
PjUndPg, welche beide im Inneren einer schlichten in G liegenden 
Kreisscheibe K um einen von P^, P^ verschiedenen Punkt liegen, 
und spiegeln diese Punkte an dem Kreise K. Die Spiegelpunkte 
bezeichnen wir mit P^, P^; z^, z^, z/y z.^ s^ien die zu unsern Punkten 
gehörigen komplexen Zahlenwerte; die Entfernungen eines Punktes 
P von Pj, Pg, Pj', P^ bezeichnen wir mit r^, r^, r^', V* ^^^ 
setzen nun einfach in K einschließlich des Randes 

•S = (lg^-lgro)4-(lgr/-lgr;), 

während außerhalb K wieder S = ist. In K ist S die konjugierte 

Potentialfunktion zu (^^ — *J + (*/ ~ K\ ^^"^ ^^^ *i» ^g. */. ^<^ 
die Winkel der komplexen Zahlen z — z^, z — z.^, z — z^ , z -— z^' be- 
zeichnet werden. Nun ist aber auf der Kreisperipherie nach einem 
bekannten und leicht zu beweisenden elementargeometrischen Satze 
(i>j — ^g) + (i?i' — ^gO = 0; also gilt für die normale Ableitung von 
S auf der Kreisperipherie die Relation 

dv 

und wir können daher auch hier wieder wörtiich wie in § 5 weiter 
schließen. 

So gelangen wir zu einem Ahelschtn Integrale dritter Gattung, 
welches auf G lediglich in P^ und Pg singulär wird, und zwar wie 
lg(2r — Zj) bzw. —lg (2 — 2:3), wenn P^yP^ zu den Werten z^, z^ ge- 
hören. Auch dieses Integral besitzt rein imaginäre Periodizitätsmoduln ; 
bei positiver Umkreisung der Punkte P^,P^ wächst es um 27ii 
bzw. — 2ni. 

Ebenso könnten wir statt der obigen Funktion S die Potential- 
funktion 

5 = (y?, - r\) - OV - ^,0 
wählen. 

Auch diese Funktion ist erstens in K eindeutig und besitzt zweitens 
verschwindende normale Ableitungen auf der Peripherie, da sie zu 
der auf der Peripherie konstanten Potentialfunktion (lg r^ — lg t^) 

— Gg ^% — ^g ^sO konjugiert ist. 

So gelangen wir zu einem AhehcYi^n Integral dritter Gattung mit 
rein imaginären Periodizitätsmoduln, welches sich beim Umlauf um 
die beiden einzigen singulären Stellen P^y P^ um die reellen Zahlen 
27t bzw. — 271 vermehrt. 
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Wir wollen die so gewonnenen Integrale dritter Gattung mit 
tp{z; Zj^, z^) bzw. tp*{z;z^,Z2) bezeichnen. Sie sind zunächst nur defi- 
niert, wenn jj^, z^ in einer ganz in G liegenden schlichten Kreisscheibe 
gelegen sind; aber mit Hilfe der einleuchtenden^) Relation 

fv i^'y ^if -2:9) = V {^> Z^,sf)+\p {z-, /, Z') + . . . + V' (^' ^^"~^^ <) 
^ ' \w*{^> h' ^9) = V'*(-^» ^1» ^0 + V*('2^' /, /O + • • • + V* (-^^ z^^-^K 2.1 

■ 

dehnt sich ihre Definition sofort auf den Fall zweier allgemein in G 
liegender Punkte z^y z^ aus, da sich stets eine Kette von Punktepaaren 
der gewünschten Art Zwischenschalten läßt. Ist einer der Punkte oder 
beide Verzweigungspunkt, so können wir vorher seine Umgebung auf 
ein schlichtes Gebiet abgebildet denken und die Konstruktion von 5 
entsprechend vornehmen. 

Durch Multiplikation mit konstanten reellen Koeffizienten und 
Addition solcher Integrale dritter Gattung, wobei unter den singulären 
Punkten Zj^, z^, z^, . . . derselbe mehrfach auftreten darf, erhalten wir 
nun ein allgemeineres Integral drilter Gaiiung, welches an gegebenen 
Stellen von G logatithmische Unsietigkeiten besitzt y so daß die Residuen 
der Ableitung die Summe Null haben, im übrigen aber willkürlich gewählt 
werden können, während die Pericdizilätsmoduln der reellen Teile Null 
sind. Daß die Bedingung für die Residuen wirkhch naturgemäß und 
notwendig ist, folgt unmittelbar aus dem CawcÄyschen Residuensatz 
des Abschnittes I, Kap. 5, § 8, wenn man diesen auf die Ableitung 
eines Integrales dritter Gattung für die ganze Fläche G anwendet 

Indem wir G längs eines beliebigen Schnittes E von Zj^ nach z^ 
aufschneiden, verwandeln wir das Integral ip*{z; z^, z^ bzw. y)[z', z^, z^ 
in eine Funktion, welche bis auf ihre rein imaginären Periodizitäts- 
moduln in der zerschnittenen Fläche eindeutig ist und beim Über 
schreiten des Schnittes den Sprung 2?^ bzw. 2ni erleidet. 

Von hier aus gelangen wir leicht auch zu den überall endlichen 
Integralen erster Gattung. 

Es sei Q ein beliebiger Rückkehrschnitt, z^, z^, ..., z^_^, z^=^z^ 
eine geschlossene Kette von Punkten auf Q, so daß die Integrale 
W* {z'f z^y z^^^ durch unser obiges Verfahren eindeutig definiert sind; 
dann wird die Summe 

/ (z) = yj* (z; z^, z^) +...+ip* (z; z^_^, 2rJ, 

jedenfalls überall eine in G reguläre, also endlich bleibende Funktion 
sein; aber ihr reeller Teil ist nicht, wie bei den früheren Ausdrücken, 
eindeutig, sondern erleidet beim Überschreiten des Querschnittes Q 



^) Wenn Zj , Zg , z\. , . alle in einer Kreisscheibe K liegen, ist diese Re- 
lation selbstverständlich, andernfalls dient sie als Definitionsgleichung. Wir 
werden sogleich sehen, daß diese Definition nicht eindeutig ist. 
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den Sprung 2^1, oder besser ausgedrückt, j{z) besitzt auf dem zu Q 
konjugierten ^Rückkekrschniti (^ einen Periodizitätsmodul mit dem reellen 
Teil 2 7t, Wir haben also wirklich ein nicht identisch verschwindendes 
Integral erster Gattung vor uns. Offenbar können wir für jeden von den 
2 p Rückkehrschnitten eines kanonischen Schnittsystems eine solche 
Konstruktion ausführen und erhalten so 2 p voneinander ,, linear unab- 
hängige^) Integrale" erster Gattung. 

Wir wollen die so entstehenden 2 p Integrale erster Gattung mit 
ix{z)yj^{z), , ..yj^ (z) bezeichnen. Dann gilt der Satz: Jedes auf G 
überall endliche Integral ist bis auf eine additive Konstante eine lineare 
Kombination der Integrale ;\ (^r), j^ {z), . . ., /gp (^) mit reellen Koeffizienten, 
In der Tat möge der reelle Teil eines vorgelegten Integrales erster 
Gattung / (^r) an den 2 p Rückkehrschnitten Q^y Q^', . . , Qp, Q^ unseres 
Schnittsystems die Periodizitätsmoduln 2nc^, 2nc^y ,,.j27tc^ des 

reellen Teiles besitzen. Dann ist j(z) --^ j — c^j^ ~ ^a/a ~ • • • ~ ^2vl\p 
ein Integral erster Gattung, dessen reeller Teil auf den Rückkehr- 
schnitten Qy, Ql die Periodizitätsmoduln Null besitzt, somit auf G über- 
haupt eindeutig ist. Eine auf G überall eindeutige und endliche Po- 
tentialfunktion w muß aber eine Konstante sein; denn wendet man 

die Gr^^wsche Formel auf die zerschnittene Fläche G an, so erhält 
man sofort die Relation 

Also ist der Realteil w von / {z) und somit / {z) selbst eine Konstante. 

Wir können den oben bewiesenen Satz in verständlicher Sprechweise 
auch so aussprechen: Die größte Anzahl der voneinander reell linear 
unabhängigen Abelschen Integrale erster Gattung ist gleich dem doppelten 
Geschlecht der Fläche, Damit haben wir gezeigt, daß die Zahl p wirklich 
eine von der speziellen Zerschneidung der Fläche unabhängige Kon- 
stante der Fläche ist. 

Daß durch Addition des geschlossenen Zyklus von Integralen 
dritter Gattung nicht identisch Null herauskommt, wie man vielleicht 
entsprechend den Relationen (1) erwarten möchte, ist keineswegs 
paradox; durch (1) ist eben das Symbol yy* {z; z^, z.^ gar nicht ein- 
deutig definiert, sondern nur bis auf ein beliebiges additives Integral 
erster Gattung. 

Wir haben damit die Aufstellung sämtlicher Abelscher Integrale 
auf G erreicht. Denn wir sind nun in der Lage, durch Kombination 
der gewonnenen Funktionen ein Integral herzustellen, welches an ge- 



^) Jede lineare Kombination dieser Funktionen mit konstanten reellen 
Koeffizienten mufi nämlich^ wenn diese Koeffizienten nicht alle Null sind, min- 
destens einen nicht verschwindenden Periodizitätsmodul besitzen, kann also 
nicht identisch Null oder konstant sein. 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 24 
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gebenen Stellen von G Pole mit gegebenen meromorphen Teilen besitzt, 
an anderen gegebenen Stellen logarithmische Unstetigkeiten mit ge- 
gebenen Residuen der Ableitung (so daß die Residuensumme ver- 
schwindet), und deren Periodizitätsmoduln an den 2 p Rückkehrschnitten 
gegebene reelle Teile besitzen, wodurch andererseits das Abelschc 
Integral bis auf eine additive Konstante festgelegt ist*). 

Dem Leser sei übrigens empfohlen, sich diese Verhältnisse an 
dem Beispiel p = 1, wo es sich um elliptische Integrale handelt, an 
Hand des 2. Abschnittes explizite klarzumachen. 

Unter den algebraischen Funktionen auf G, welche wir durch 
Differentiation der Abelschen Integrale erhalten, befinden sich sicherhch 
auch solche, deren Vieldeutigkeit genau mit der Blätteranzahl m über- 
einstimmt. Wir brauchen uns z. B. nur ein Abelsches Integral zweiter 
Gattung zu konstruieren, welches in den über einer Stelle der z-Ebene 
liegenden Punkten P^, P^, . . ., P^ von G je einen Pol erster Ordnung 
hat, wobei die Residuen dieser Pole alle voneinander verschieden ge- 
wählt werden; dann ist die Ableitung dieses Integrales sicherlich auf 
G genau w-deutig. 

Die Differentiation der Abelschen Integrale ist nicht die einzige 
Art zur Erzeugung algebraischer Funktionen. Man kann zu diesen z. B. 
auch durch Addition von Integralen erster und zweiter Gattung ge- 
langen, indem man die Periodizitätsmoduln vermöge der verfügbaren 
Konstanten zum Verschwinden bringt. Die nähere Ausführung dieser 
Gedanken und die daran anschließende systematische Behandlung der 
algebraischen Funktionen findet der Leser in der spezielleren Literatur^). 

Zum Schluß dieses Paragraphen sei noch bemerkt, daß man zu 
den Integralen erster Gattung auch direkt gelangen könnte, indem 
man nach dem Muster von § 5 diejenige überall in G außer auf Q 
stetige und stückweise mit stetigen ersten Ableitungen erster Ordnung 
versehene reelle Funktion u von x und y sucht, welche bei Über- 
schreitung von Q den Sprung 2 n erfährt und für welche das Integral 
D [w] möglichst klein wird. 

Diese Funktion, deren Existenz genau wie in § 5 folgt, muß 
natürlich eine Potentialfunktion sein und erweist sich sofort als Real teil 
des von uns oben betrachteten zum Querschnitt Q gehörigen Integrales 
erster Gattung. Wir können, indem wir auf unsere Strömungsbetrach- 
tungen zurückgreifen, das so gewonnene Potential u charakterisieren 
als das Potential einer elektrischen oder thermischen Strömung, die auf 
unserer leitend gedachten Fläche entstehen würde, wenn man sie längs 



*) Nämlich deswegen, weü eine überall auf G eindeutige reguläre Potenual- 
funklion eine Konstante sein mufi. 

^) Unter neueren Werken sei das schon zitierte Buch von Weyl genannt, 
sowie Hensel- Landsberg y Theorie der algebraischen Funktionen, Leipzig 1902. 
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Q zerschneidet und an den beiden Ufern eine konstante Spannum^g 2n 
bzw. bei Wärmeströmung eine konstante Temperaturdifferenz 2n an- 
bringt. 

§ 13. Die Unifonnisierung der algebraischen und analy- 
tischen Funktionen durch automorphe Funktionen mit 

Grenzkreis . 

Unser allgemeinster Abbildungssatz für einfach zusammenhängende 
schlichtartige Gebiete liefert uns mit Leichtigkeit die Lösung eines 
wichtigen Problems der höheren Funktionentheorie, welches die 
Mathematiker während der letzten Dezennien viel beschäftigt hat. Von 
jeher besteht das Bestreben, Mehrdeutigkeiten in einem Funktions- 
verlaufe ^ = f(^z) dadurch der Betrachtung zugänglicher zu machen, 
daß man beide Variable f , z gleichzeitig als eindeutige Funktionen 
qp(t)y ip{t) eines komplexen Parameters t darstellt; man sagt dann, 
daß die Funktion 1^ =- f{z) durch die eindeutigen analytischen Funk- 
tionen 9?(/), 'ipit) uniformisiert sei, und nennt / die uniformisierende 
Variable. So z. B. wird die Funktion ^ -^ z^ hei beliebigem a uni- 
formisiert durch die Darstellung z — ^^ C = ^"'» ^^^ Funktion C ™ V 1 ~ z^ 
durch die Darstellung 

f ^~- cos/, z •— sin/, 

oder 

1 - ^ 2 t 



die Funktion 

C = V4 2- — g, 2 — ^3 

nach Abschnitt II, Kap. 5, § 1 durch 

wobei ^j{t) die Weierstraßsche j,>- Funktion bedeutet. 

In der Umgebung eines algebraischen Verzweigungspunktes haben 
wir ebenfalls den Funktionsverlauf in Kap. 4, § 8 durch eine uni- 
formisierende Variable dargestellt. Aber wir haben bisher keines- 
wegs eine für den gesamten Funktionsverlauf gültige Uniformisie- 
rung hergestellt derart, daß das Wertsystem (f , z) den ganzen Funk- 
tionsverlauf der algebraischen Funktion ^ =- f{z) durchmißt, wenn die 
uniformisierende Variable / ein gewisses Gebiet der /-Ebene be- 
streicht und f = ^(/), z = xp{t) eindeutige und in diesem Gebiete bis 
auf Pole reguläre Funktionen von / sind. Die unter anderem auch 
für geometrische Anwendungen wichtige Aufgabe, eine solche Uni- 
formisierung für den Gesamtverlauf der algebraischen Funktion zu 
finden, heißt das „Uni formisierungsproblem''. Es hat seine vollständige 

24* 
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Lösung erst in neuerer Zeit vor allem durch Arbeiten von Poincare 
und Koebe gefunden. Mit Rücksicht auf den in diesem Buche ge- 
zogenen Rahmen wollen wir uns hier auf den einfachsten — und 
auch interessantesten — Fall beschränken, die sogenannte Grenzkreis- 
uniformisierung. Dabei ziehen wir zunächst eine beliebige algebraische 
Funktion i; = f(z) mit der RiemannschQU Fläche G in betracht. 

Man könnte versuchen, folgendermaßen vorzugehen: Wir bilden 

die kanonisch zerschnittene Fläche G konform auf ein ebenes Gebiet 
B der ^- Ebene ab, dann entspricht jedem Werte t in B eindeutig 

ein Punkt der Fläche G, somit auch der diesem zugehörige Funktions- 
wert f ; ebenso gehört natürlich erst recht zu jedem t in B eindeutig 
der Wert z des entsprechenden Punktes auf G; es sind also Ci z ein- 
deutige Funktionen von t in B. Das so Erreichte aber kann uns 
nicht befriedigen, einmal weil am Rande von B Singularitäten der 
Funktionen ^{t), z(t) auftreten, vor allem aber, weil wir über den 
Gesamtverlauf dieser Funktionen keinerlei Überblick erhalten. Daher 
schreiten wir zu einer Verfeinerung des gefaßten Gedankens. 

Wir konstruieren uns zunächst an Stelle von G eine neue Fläche 

G, welche zwar unendlich viele Blätter besitzt, jedoch hinsichüich 
ihrer Zusammenhangsverhältnisse viel einfacher ist als G; diese Fläche, 
welche wir die zu G gehörige einfach zusammenhängende universelh 
Üöerlagerungs/läche nennen werden, erhalten wir folgendermaßen : Wir 

denken uns die kanonisch zerschnittene Fläche G in unendlich vielen 
kongruenten Exemplaren vorhanden, die Schnittufer der Rückkehr- 
schnitte überall in derselben Weise mit den Buchstaben Q^'^, Q~, 

Ql^, Ql~ bezeichnet, und heften nun an jedes Schnittufer Q^ von G 
ein neues Exemplar der Fläche mit seinem entsprechenden Ufer Q~ 
an, ebenso an jedes Ufer Q~ ein neues Exemplar mit ^'*', und fahren 
so fort, indem wir an jeden entstehenden freien Schnittuferrand eine 

neue Fläche G mit dem entsprechenden Rand anfügen. Sobald bei diesem 
Prozeß entsprechende Ufer Q^ und ^^~ oder ^i"*" und Ql^~ zusammen- 
stoßen, d. h. sobald in der Berandung eines so entstehenden Bereiches 
z. B. zwei entsprechende Ufer Q^ und Q^~ mit demselben h aufeinander- 
folgen, sind diese beiden Ufer zusammenzufügen. Indem wir uns diesen 
Prozeß in infinitum fortgesetzt denken, haben wir einen unendlich viel- 
blättrigen Bereich G definiert, der aus unendlich vielen kongru- 
enten Exemplaren von G besteht, und der unsere gesuchte Über- 
lagern ngsfläche darstellt. Wir haben uns davon zu überzeugen, daß 
G wirklich ein schlichtartiger einfach zusammenhängender Bereich ist. 
Dies aber erkennen wir unmittelbar an Hand der Figur 122 aus § 11, 
indem wir G ebenso wie die kongruenten Exemplare durch ein ebenes 
Polygon repräsentieren, dessen Seiten je ein Schnittufer darstellen. 
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Wenn wir unseren Anhängungsprozeß mit den Polygonen vornehmen 
(wobei diese, sofern es uns nur auf die Zusammenhangsverhältnisse 
ankommt, keineswegs kongruent zu sein brauchen, sondern sogar alle 
schlicht in einer Ebene untergebracht werden könnten), sehen wir un- 
mittelbar die Richtigkeit unserer Behauptung hinsichtlich des Zu- 
sammenhanges von G ein. 

Jeder auf G geschlossene Weg über der z- Ebene ist natürlich 
erst recht auf G geschlossen, jede auf G eindeutige Funktion erst 

recht auf der Überlagerungsfläche G eindeutig^). 

Nach § 6 und 8 können wir nunmehr die Überlagerungsfläche G um- 
kehrbar eindeutig und konform auf einen schlichten Bereich abbilden, 
und zwar entweder auf die volle unberandete /-Ebene, oder auf die 
nur von einem Punkte, etwa dem Punkte oo, t)erandete /-Ebene-, 
oder schließlich auf das Innere des Einheitskreises. Der erste Fall 
ist nach der Bemerkung in § 8 (S. 355) ausgeschlossen, sobald ^ > ist, 
weil dann sicher die Überlagerungsfläche G von G verschieden, also 
unendlich vielblättrig wird; im Falle p =^ dagegen erhalten wir Wirk- 
lich als Bild von G die volle /-Ebene, weil G in einen einfach zu- 
sammenhängenden schlichtartigen Bereich übergeht, sobald wir G 
„punkiieren'% d. h. irgendeinen in G willkürlich gewählten Punkt für 
den Augenblick als Randpunkt ansehen; dann wird die punktierte 
Fläche G auf die punktierte /-Ebene abgebildet, somit auch die nicht 
punktierten Bereiche aufeinander. Nach § 8 werden nunmehr yj (/), 



*) Allgemein wird man eine über einer gegebenen Fläche G ausgebreitete 
Fläche G* dann Überlagerungsfläche zu G nennen, wenn jeder auf G* geschlossene 
Weg auch auf G geschlossen ist. Jede solche Überlagerungsfläche kann, wenn sie 
schlichtartig istj'zurUniformisierung im Sinne der folgenden Ausführungen benutzt 
werden. Die hier zugrunde gelegte gibt den übersichtlichsten Fall. — Man kann 
unsere Überlagerungsfläche, wie auch jede andere, ohne den oben geschilderten 
Anheftungsprozeß definieren, indem man von der Bemerkung ausgeht, daß ein 
über der <j-Ebene ausgebreiteter Bereich B für unsere funktionentheoretischen 
Zwecke vollständig definiert ist, wenn von jedem in der z-Ebene geschlossenen 
Wege feststeht, ob der entsprechende Weg auch in B geschlossen sein soll 
oder ob seinen Endpunkten verschiedene Punkte in B (in verschiedenen Blättern) 
zuzuweisen sind. Ebenso kann man zu einer Riemannschen Fläche G eine 
Überlagerungsfläche U definieren, indem man von jedem auf G geschlossenen 
Wege festsetzt, ob er auch auf der Fläche U geschlossen sein soll oder nicht. 
Dann kann man unsere Überlagerungsfläche G einfach definieren, indem man 
verlangt: Jeder auf G geschlossenen, stelig um einen Punkt zusammenzieh- 
baren Kurve soll auch auf G eine geschlossene Kurve entsprechen; jeder 
anderen eine auf G nicht geschlossene Kurve. Der Leser wird die Äquivalenz 
, beider Definitionen selbst nachprüfen können. Die zuletzt gegebene hat den 
Vorteil, von einer Zerschneidung des Gebietes G keinen Gebrauch zu machen; 
sie läßt sich darum auch für ganz beliebige Bereiche anwenden. 
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(p(t) rationale Funktionen von /. Für Flächen G vom Geschlechte 
Null gelingt also die Unifotmisierung stets durch rationale Funktionen. 

Im Falle /> > bezeichnen wir den Bildbereich von G in der 
/-Ebene mit T, gleichviel ob er die ganze Ebene außer dem Punkte 
oo oder der Einheitskreis ist. Dann werden die Punkte der Fläche 
G, also gewiß auch die auf dieser Fläche eindeutigen Werte von 
f eindeutig den Punkten von T zugeordnet sein, also f eine überall 
in T eindeutige Funktion q)(t) von t werden; dasselbe gilt erst recht 
von den Zahlenwerten z ^ \p(f) in der komplexen ;j-Ebene, über denen 
der betreffende Punkt von G liegt. Also sind auf G und somit erst 
recht auf G, f und z eindeutige Funktionen 

^ = (p(t), z=\p{t) 

der uniformisierenden Variablen t; durchläuft diese irgendeinen Weg 
in T, so durchläuft das Wertsystem (f , z) ebenfalls einen Weg auf 

der Fläche G, oder, was auf dasselbe hinauskommt, auf G, Ist der 
erstere Weg geschlossen, so ist es sicher auch der letztere. 

• Wir wollen nun die Funktionen q){t), y){t) näher charakterisieren, 
indem wir die inneren Symmetrien beachten, welche die Überlagerungs- 
fläche G aufweist. Die Überlagerungs fläche G gestattet y.Decktransfor- 
mationen'\ d. h, kongruente Transformationen in sich. Jeder Punkt P 
auf G liegt nämhch in irgendeinem Exemplar der unendlich vielen 

Flächen G; zu diesem Exemplar gehört eindeutig ein bestimmtes 
weiteres, in welches wir bei Überschreitung eines Schnittufers Q^ 
oder Q~, Q'^, (^~ gelangen, und in diesem Exemplar gibt es einen 
bestimmten zu P kongruent gelegenen Punkt. (Um die Zuordnung 
auch noch auf den Ufern Q eindeutig zu machen, brauchen wir immer 
nur für jeden Schnitt das eine Ufer Q^^Q"^ zu G zu rechnen, das 

andere nicht.) Wir ordnen nun jedem Punkt P auf G den so durch 
Überschreitung eines der Ufer Q^ oder Qr , Q!^, Qf" für ein irgend- 
wie fcstgewähltes i erhaltenen Punkt P' zu, und erkennen unmittelbar, 
daß dabei G in sich übergeht. Die so erhaltenen Decktransforraa- 
tionen und alle durch wiederholte Anwendung daraus entstehenden 
bilden die „Gruppe der Decktransformationen von G**. 

Wir wollen untersuchen, was dies für die Funktionen (p{t), ^»(/' 
bedeutet. Einer Decktransformation unserer Gruppe entspricht um- 
kehrbar eindeutig in der /-Ebene eine Zuordnung von Punkten des 
Bereiches T zueinander, durch welche T in sich abgebildet wird; da 
die Decktransformation als kongruente Abbildung konform ist, so ist 
es auch die Abbildung von T in sich. Mithin ist nach § 1 diese Ab- 
bildung eine lineare Transformation 

(1) ('-"j'-i 
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Die sämtlichen linearen Transformationen, die wir so als Korrelat zu den 
Decktransformationen erhalten, bilden ihrer Natur nach eine Gruppe, 
d. h. jede aus mehreren Transformationen der Gesamtheit (l) zu- 
sammengesetzte Transformation gehört wieder der Gesamtheit an; 
desgleichen gehört die zu einer Transformation (1) inverse wieder zur 
Gesamtheit. Die Gruppe wird y^erzeugi'' durch die 2 p zu den verschie- 
denen Rückkehrschnittufern Q^^, Q!^ gehörigen Decktransformationen, 
bzw. durch die entsprechenden linearen Transformationen; d. h. alle 
Transformationen der Gruppe lassen sich aus diesen und ihren in- 
versen Transformationen zusammensetzen. 

Da nun zu zwei auf G in dem angegebenen Sinne durch eine 
Decktransformation einander zugeordneten Punkten genau dieselben 
Werte der komplexen Variablen z und ihrer algebraischen Funktion 
C gehören, so folgt für alle Transformationen unserer Gruppe die 
Relation 

Wir erhalten also in der Bezeichnung von Kap. 4, § 9 das Ergebnis: 
Die algebraische Funktion ist durch eindeutige automorphe Funktionen 
von t mit der Gruppe (l) uniformisiert. 

Wir wollen diese automorphen Funktionen (p{t)y ipif) näher 
charakterisieren. Ist erstens der Bereich T die ganze ^ Ebene mit 
Ausnahme des Punktes cx), so müssen die Funktionen (1), da der 
Punkt CX) in sich übergeht, die Gestalt haben 

(3) t'=^ai + ß. 

Wir kennen solche Funktionen für den Fall /> = 1 , nämlich die 
elliptischen Funktionen mit den Perioden o)j, cw^; diese sind offenbar 
gerade automorphe Funktionen dieses Typus; in der Tat leisten sie ja 
die Uniformisierung der elliptischen Riemannsch^n Fläche. Es läßt sich 
leicht zeigen, daß wir mit dem Falle p = 1 und der Uniformisierung 
durch elliptische Funktionen die erste Möglichkeit erschöpft haben, 
wo T die ganze punktierte Ebene ist. 

In der Tat muß in Gleichung (3) die Konstante a den Wert 1 
haben; denn anderenfalls gäbe es einen Wert Z^, so daß t^^ at^-}- ß 

wäre, nämlich tn = ^ ■ Es würde also dieser Punkt bei der Trans- 

" 1 — a _ 

formation fest bleiben, also auch der entsprechende Punkt auf G bei 
der entsprechenden Decktransformation, was offenbar widersinnig^ ist, 
also hat (3) die Form t'=^t-{-ß. Die Funktionen (p{t), yj{t) sind 
also entweder einfach periodisch oder, zufolge der Lehre von den 
mehrfach periodischen Funktionen, doppeltperiodisch, da mehr als 
zwei unabhängige Perioden nicht auftreten können. Der Fall einfacher 
Periodizität, also nur einer erzeugenden Substitution der Gruppe, führt 
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aber auf das Geschlecht Null, da für p > schon mindestens 4 Schnitt- 
ufer auftreten, also mindestens zwei wesentlich verschiedene, mit den 
inversen vier wesentlich verschiedene Transformationen die Gruppe 
erzeugen. 

Zu wesentlich neuen . Funktionen gelangt man im zweiten Falle, 
wenn T der Einheitskreis (oder natürlich irgendein anderer Kreis) der 
/-Ebene wird. Alle linearen Transformationen der Gruppe müssen 
diesen Kreis in sich überführen, indem sie das Innere umkehrbar 
eindeutig auf sich selbst abbilden. Das Bild eines Exemplares G von G 
wird ein schlichter Bereich in T sein, in dem die Funktionen q^{t), 
y) (t) den gesamten Vorrat ihrer Wertepaare genau einmal annehmen 
müssen; wir sprechen von dem gemeinsamen ffFundamentfiibereieh*^ 
F der automorphen Funktionen. Unendlich viele solcher Fundamental- 
bereiche, die alle durch Transformationen (l) ineinander übergehen, 
müssen den ganzen Einheitskreis ausfüllen und infolgedessen jeden- 
falls, in eine Reihe F^, F^, Fg, . . ., F^, . . . geordnet, einen gegen Null 
konvergierenden Flächeninhalt besitzen. Dies ist, da sie durch lineare 
Transformationen aus irgendeinem festen im Inneren liegenden Funda- 
mentalbereich F entstehen, nur möglich, wenn sie selbst bei hinreichend 
großem h in einem beliebig kleinen Kreise Platz finden^). Daraus 
schließen wir, daß in beliebiger Nähe jedes Randpunktes des Ein- 
heitskreises noch ganze Fundamentalbereiche liegen. Denn jeder Punkt 
in hinreichender Nähe des Kreisrandes muß notwendig zu einem Fun- 
damentalbereich F. mit beliebig großem Index j gehören. Somit 
nehmen die Funktionen (p{t),yj{t) dort noch jeden beliebigen Wert 
an; also ist jeder Punkt der Kreisperipherie wesentlich singulärer 
Punkt beider Funktionen; mit anderen Worten, dieser Kreis ist die 
natürliche Grenze für die uniformisier enden automorphen Funktionen. 
Wir sagen: die Uniformisierung der algebraischen Funktion gelingt 
stets durch automorphe Funktionen mit Grenzkreis, indem wir den Fall 
daß T die punktierte Ebene ist, in diese Bezeichnung einbeziehen-). 

Die automorphen Funktionen mit Grenzkreis sind uns aus Kap. 4, 



*) Dies folgt z.B. sofort aus Hilfssatz la in § 4, wenn wir diesen Hilfssatz 
auf ein Gebiet anwenden, welches ganz in T liegt und den Ausgangsfundamental- 
bereich F in sich enthält, etwa durch HinzufUgung der sämtlichen anstoßenden 
Fundamentalbereiche aus ihm entsteht; auch dieses Gebiet wird durch die be- 
treffende Transformation noch auf eines mit beliebig kleinem Flächeninhalt 
abgebildet, und nun folgt aus dem Hilfssatz la, dafi dann im ursprünglichen 
Fundamentalbereich die Abbildungsfunktion entsprechend der Kleinheit der 
Bildfläche annähernd konstant wird. 

*) Diese Freiheit in der Bezeichnung rechtfertigt sich sofort, wenn wir 
statt einer 2- Ebene eine Kugel zugrunde legen; der Existenzbereich der auto- 
morphen Funktionen ist dann das Äußere eines gewissen Kreises auf der Kugel, 
welcher sich im Grenzfalle auf einen Punkt zusammenziehen kann. 
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§ 9 schon bekannt, wo die Fundamentalbereiche als Kreisbogenpoly- 
gone auftraten, deren Seiten auf dem Grenzkreis orthogonal standen. 
Der Einheitskreis in der ^-Ebene und seine Einteilung in Fun- 
damentalbereiche repräsentieren uns vollkommen die Riemannsche 
Fläche der algebraischen Funktion. Indem wir die linearen Trans- 
formationen des Einheitskreises in sich als „Niohteuklidische Bewe- 
gungen" bezeichnen, so daß also die Fundamentalbereiche in diesem 
Sinne „kongruent" zu nennen wären, können wir sagen: Die Riemann- 
sche Fläche einet algebraischen Funktion wird repräsentiert durch ein 
aus unendlich vielen nichteuklidisch kongruenten Bestandteilen aufge- 
bautes Stück der Ebene, Im Falle der elliptischen Funktionen tritt an 
Stelle der nichteuklidischen die wirkliche Kongruenz. 

Auf die genauere geometrische und gruppentheoretische Unter- 
suchung unserer Transformationsgruppe (l) können wir hier ebenso- 
wenig weiter eingehen, wie auf andere Möglichkeiten der Uniformi- 
sierung algebraischer Funktionen. Es muß da etwa auf die Mono* 
graphie von Fricke- Klein über automorphe Funktionen verwiesen 
werden. 

Nur beiläufig sei zum Schluß noch bemerkt, daß unsere Betrach- 
tungen auch die Möglichkeit der Uniformisierung beliebiger analytischer 
Funktionen durch eindeutige automorphe Funktionen mit Gremkreis 
dartun, sobald es uns gelingt, die Konstruktion der entsprechenden 
einfach zusammenhängenden Überlagerungsfiäche für den Existenz- 
bereich G der analytischen Funktion durchzuführen; in welcher Art 
dies möglich ist, ergibt sich aus Anm. ^) S. 373. 

Ferner sei darauf hingewiesen, daß unsere Betrachtungen fast 
unmittelbar auch die gleichzeitige Uniformisierung mehrerer Funktionen 
fx W' /a W' • • • ^u^ch automorphe Funktionen mit Grenzkreis und ge- 
meinsamer Gruppe liefern. Man braucht ja nur von einer RiemannscYv^n 
Fläche auszugehen, auf welcher gleichzeitig alle betrachteten Funktionen 
eindeutig sind. 

§ 14. Die konforme Abbildung schlichtartiger Bereiche 

auf Kreisbereiche. 

Wir wollen zum Schluß noch eine Anwendung des allgemeinen 
Theorems von § 9 machen, welches besagt, daß man jeden be- 
liebigen schlichtartigen Bereich, konform auf einen schlichten abbilden 
kann; und zwar wollen wir den S:ntz beweisen, daß es möglich ist, 
jeden endlich vielfach zusammenhängend zn schlichtartigen Bereich auf 
die volle Ebene mit Ausschluß endlich vieler kreisförmiger Löcher {bzw. 
die unberandete volle Ebene) umkehrbar eindeutig und konform abzubilden. 
Es genügt hierzu nach dem schon Bewiesenen, den Beweis unter der 
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Voraussetzung zu führen, daß der Ausgangsbereich G ein ebener 
geradliniger Schlitzbereich über der 2 -Ebene ist und daß dieser wirk- 
lich Grenzschlitze aufweist, die sich nicht auf einen Punkt reduzieren 
(solche punktförmige Schlitze könnten wir als Kreise mit verschwin- 
dendem Radius auffassen). Das behauptete Theorem ist genau die 
Verallgemeinerung des Riemannschen Abbildungssatzes in seiner ur- 
sprünglichen Form, wie wir ihn auf S. 327 formuliert haben. 

Zum Beweise werden wir auf ganz naturgemäße Art geführt, 
wenn wir die konforme Abbildung von G auf einen Kreisbereich K 
der f- Ebene für den Augenblick einmal hypothetisch als vorliegend 
annehmen und diese Abbildung sodann nach dem Spiegelungsprinzip 
fortgesetzt denken. Über der f- Ebene entsteht dann ein schlichter 
Bereich, dessen merkwürdige Natur wir nachher noch studieren 
werden, jetzt aber nicht weiter zu charakterisieren brauchen, während 
wir das über der 2- Ebene entstehende Gebilde folgendermaßen defi- 
nieren können. Wir gehen zunächst von G zu einem Gebiete G^ 
über, indem wir G an seinen sämtlich n Schlitzen spiegeln. Im Falle 
« > 1 , den wir allein ins Auge zu fassen brauchen (der Fall n = 1 

ist schon durch die konforme Abbildung ^ = z -\ des § 5 in 

Kap. 3 erledigt), erhalten wir in G^ einen mehrblättrigen, nämlich 
aus n + 1 vollen Ebenen bestehenden Bereich, dessen Begrenzung 
aus n(n— 1) geradlinigen zur reellen ji;- Achse parallelen Schlitzen 
besteht, den je n — 1 Spiegelbildern jedes der ursprünglichen Schlitze 
.Zj, -Zg, ..., 2!^. Von Gj aus erzeugen wir uns nun weiter eine 
Fläche Gg, indem wir G^ wieder an jedem seiner freien Schlitzränder 

spiegeln, und gehen so weiter zu Gg, G^, G^, Den Limes der 

ineinandergeschachtelten Bereiche G. bezeichnen wir mit G. 

Von den Zusammenhangsver- 
hältnissen der anschaulich viel- 
leicht nicht leicht vorstellbaren 
Bereiche G . bzw. G erhalten wir 
sofort ein übersichtliches Bild, 
indem wir die entsprechenden 
Spiegelungen an dem hypothe- 
tischen Kreisbereiche K vorge- 
nommen denken und so zu Be- 
reichen Kj, K,, K3, . . . über- 
gehen, welche ebenfalls inein- 
Fig. 123, • ander geschachtelt sind und sämt- 

lich wieder Kreisbereiche mit 
einer immer wachsenden Anzahl von Kreislöchern darstellen (siehe 
die Fig. 123 für n = 3). Gleichviel nun, ob diese Kreisfigur durch 
wirkliche konforme Abbildung herstellbar ist oder nicht, so veran- 
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schaulicht sie uns doch im Sinne der analysis situs die Zusammen- 
hangsverhältnisse von G. und G, Wir sehen also, daß G jedenfalls 
schlichtartig ist, wenn auch nicht mehr von endlicher Zusammen- 
hangszahl. 

Wir fassen nun irgendeine Stelle (z = ^q) ^^^ ^ ^^s Auge, 
etwa eine Stelle, die im ursprünglichen Bereiche G liegt, und können 
dann nach §§5, 6, 9 eine auf G eindeutige analytische Funktion 
^ = u -\- iv = f(z) konstruieren, welche nur im Punkte einen Pol 
erster Ordnung mit gegebenem Residuum besitzt und den Be- 
reich G auf einen schlichten Bereich K abbildet. Die ineinander- 
geschachtelten Bereiche, welche dabei als Bilder von G, G^, G^, ..., 

G entstehen, wollen wir mit K, K^, K,, . . ., K. . . . bezeichnen und 

haben dann zu beweisen, daß diese wirklich mit den vorhin hypo- 
thetisch angenommenen, gleichbezeichneten Gebieten identisch sind. 

Wir zeigen zunächst, daß die analytische P'unktion ^ =-. ff^z) ein- 
deutig bis auf eine additive Konstante bestimmt ist, wenn ihre polare 
Singularität vorgegeben und außerdem die Endlichkeit für den Bild- 
flächeninhalt des aus G durch Weglassung von K^^) entstehenden 
Bereiches G — K^ 

G-Ko 

vorausgesetzt wird. Ist f* :^ m* -|- iv* = f* (z) eine zweite Funktion 
mit denselben Eigenschaften, so genügt es zu zeigen, daß für die 
überall in G reguläre und absolut beschränkte Potentialfunktion 
w =- u — u* die Relation 

Dg [w] =- 
gilt. 

Zu diesem Zwecke bedenken wir zunächst, daß das Integral 
Dg[w], erstreckt über den ganzen Bereich G, existieren muß; denn 
erstlich existiert offenbar DK^[w]y und zweitens wegen der aus §4, 
Gleichung (5) folgenden Relation 

D [u - «♦] £ D [u] -\- D [«*] + 2 Vd"[Ü] Djti*] 

auch Dg-Ko[^]' 

Wir denken uns weiter jeden der n ursprünglichen Schlitze mit einer 
Kurve (^j, Q^y •••, Q„ umgeben und betrachten den Gebietsstreifen B^. 
aller der Punkte auf G, welche von Q^ einen Abstand nicht größer als 
eine feste Zahl R besitzen; dabei wählen wir die Linien Q^ (etwa als 
Rechtecke) und die Zahl R so, daß die Gebiete B^ und also alle aus 
ihnen durch das angegebene Spiegelungsverfahren entstehenden Ge- 
biete schHchte, einander nirgends überdeckende Bereiche werden. 



*) Kq ist ein beliebiger Kreis um 0, der ganz in G liegt (vgl. § 5). 
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Die durch Spiegelung aus Q^ und B^ entstehenden Gebilde wollen 
wir in eine Reihe 

so geordnet denken, daß bei dieser Aufzählung zuerst alle in G^ 
liegenden, dann alle in Gg neu hinzukommenden Gebilde angeführt 
werden usw. Wir setzen 

dann ist wegen der Existenz von D \w] klar, daß die Relation 



oo 



(1) lim i;2^p»',,, = o 

besteht. 

Nach Hilfssatz I, §4, Gl. (lO) gilt für jeden Punkt von^^. ^ eine 
Ungleichung 

(2) w ^ 4- w ^ < -\— W. . 

Es ist 'also, wenn s auf Q- die Bogenlänge, v die Normale 
bedeutet. 

Aus der ersten Gleichung folgt, wenn wir unter w^ irgendeinen 
von w auf ^j. ^ angenommenen Wert verstehen, für alle Werte von w 

wobei L eine gemeinsame obere Schranke für die Länge aller Q. 
bedeutet. 

Nunmehr betrachten wir statt des Bereiches G. denjenigen Be- 
reich Gf, welcher aus G. entsteht, wenn wir die freien Randschlitze auf G. 
durch die jeweils benachbarten Kurven Q^ ^ ersetzen. G. liegt in G , 

enthält jedoch G_^ in sich, so daß G auch als Limes der G' auf- 
gefaßt werden kann. Nach der Gr^enschen Formel (6) aus § 4, ange- 
wandt für den Bereich G' und die Funktionen (p~nw, tp = w, wird 
wegen /iw = 



0.- 



wobei die Randintegrale über diejenigen Kurven Q^ ^ zu erstrecken sind, 
welche die Begrenzung von G' darstellen; bei hinreichend großem / 
liegen sicher die Indizes r alle oberhalb einer beliebig groß vor- 
gegebenen Schranke. Nun haben wir sicherlich 

J cv 
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also 



mithin wegen (3), (4) 



<^i.r Qi,r 



£s ist also 



Jw'-^dsl^-^-W. L 



^o'j[w]^^2W,^^.. 



und da bei hinreichend großem / alle Indizes r hier beliebig groß 
werden, ergibt sich nunmehr unmittelbar wegen (1) 

Dg [w] = lim Dq'j [w] = 0. 

Damit aber ist die behauptete Konstanz von w und somit von 
f{z) — f* (z) bewiesen. 

Nachdem wir so unsere Funktion f = f{z) charakterisiert haben, 
folgern wir, daß die zu verschiedenen Unstetigkeitspunkten in G 
und beliebigen dort vorgegebenen Residuen gehörigen Funktionen, 
welche G auf ein schlichtes Gebiet abbilden, lineare Funktionen von- 
einander sind; in der Tat ist, wenn ^ = f(z) unsere zum Punkte Zq 
gehörige Funktion bedeutet, jede lineare Funktion 

(^) ^ = -f H- 

wieder eine Funktion von z, welche das Gebiet G auf einen schlichten 
Bereich der f* -Ebene abbildet — nämhch auf den durch (5) aus dem 
Bildbereich K von G entstehenden — , und welche bei geeigneter 
Wahl der Konstanten a, ß, y d oxi einer beliebig gegebenen Stelle 
der f -Ebene, also gewiß auch an einer beliebig gegebenen Stelle 

von G einen Pol mit gegebenem Residuum besitzt; diese Funktionen f* 
erschöpfen somit die Gesamtheit der zu G gehörigen Funktionen 
mit den angegebenen Eigenschaften. 

Wir können das Resultat auch so ausdrücken: Jede konforme 
Abbildung von G auf ein schlichtes Gebiet der ^* -Ebene, welches 
den Punkt f * =^ oo im Inneren*) enthält, wird vermittelt durch eine 
lineare Funktion irgendeiner unserer Funktionen f. Genau ebenso 
folgt, daß jede solche konforme Abbildung mit Änderung des Dreh- 
sinnes der WinkeP) durch Übergang von der Funktion f oder einer 
linearen Funktion von f zu der konjugiert komplexen Größe ver- 
mittelt wird, also durch eine Relation der Form 

^) Natürlich ist diese Bedingung im Grunde genommen unwesentlich. 
«) Vgl. Kap. 2, § 2. 
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wobei f** die zu ^** konjugiert komplexe Zahl bedeutet und G auf 
einen Bereich der ^*- Ebene abgebildet wird. 

Bisher haben wir noch keinerlei Gebrauch gemacht von den 

Symmetrieeigenschaften des Bereiches G; indem wir dies tun, er- 
halten wir das Resultat, daß die Funktionen (5) in der Tat den Aus- 
gangsbereich G auf einen Kreisbereich der gewünschten Art abbilden. 

Der Bereich G gestattet nämlich Transformationen in sich: Er geht 
punktweise in sich selbst über, wenn m^n ihn an einem der Be- 
grenzungs-Schlitze 2! spiegelt; dabei vertauschen sich die beiden Ge- 
biete miteinander, in welche G durch 2 zerlegt wird, und die Punkte 
von 2! entsprechen sich selbst bei der umkehrbar eindeutigen Ab- 
bildung von G auf sich. Diese Abbildung von G in sich ist eine 
konforme Abbildung mit Umlegung der Winkel. Wir betrachten 
unsere Funktion f = f(z) und bezeichnen sie, indem wir sie als 

Funktion eines Punktes P auf G betrachten , mit C = f{P} • ^^^^ P' 
wollen wir den aus P durch Spiegelung an unserem Schlitz 2 ent- 
stehenden Punkt bezeichnen und nunmehr dem Punkte P' in einer 
f**-Ebene den Punkt f **{P'} = /"{P} zuordnen. Dann ist durch 

diese Zuordnung eine konforme Abbildung der Fläche G auf einen 
schlichten Bereich mit Umlegung der Winkel definiert, wie man so- 
fort erkennt. 

Das Bild von G enthält den Punkt ^** := oo im Inneren, nämlich 
den zu 0' gehörigen Punkt C** = /"{O} = /"(z J =^ oc . Also ist f** 
eine zu einer linearen Funktion von ^ konjugiert komplexe Größe (5 a). 

Deuten wir f und C** in derselben Ebene, so definiert die Glei- 
chung (5 a) eine solche Abbildung der Ebene in sich, daß dabei 
Kreise wieder in Kreise übergehen. Ferner muß jeder Punkt des 
Bildes C von 2 in sich selbst übergehen und das Innere und Äußere 
von C miteinander vertauscht werden. Hieraus können wir schließen, 
daß C ein Kreis ist. In der Tat betrachten wir drei auf C willkür- 
lich gewählte Punkte A^, A^, A^ und legen durch sie einen Kreis, 
so muß dieser Kreis, da drei seiner Punkte bei der Abbildung (5 a) 
fest bleiben, in sich übergehen; also kann der Kreis keine Punkte 
im Inneren oder im Äußeren von C haben, weil solche Punkte ja 
in äußere bzw. innere Punkte übergehen müssen; das heißt aber, C 
ist mit dem Kreise identisch. Bei der Abbildung von G auf die 
C- Ebene wird also jeder Schlitz des Ausgangsbereiches G auf einen 
Kreis abgebildet, das Gebiet G ist somit in der Tat auf einen durch 
Kreise begrenzten schlichten Bereich konform abgebildet, der im 
übrigen den Punkt cx) im Inneren enthält, sobald der Pol auf G 
im Ausgangsbereich G gewählt ist. 

Das behauptete Abbildungstheorem ist damit bewiesen. 
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Gleichzeitig ist bewiesen, daß diese Abbildung im wesentlichen, d, h, bis 
auf eine lineare Transformation, eindeutig bestimmt ist. Denn wenn 
zwei verschiedene Kreisbereiche der z- Ebene aufeinander konform 
abgebilder sind, so lassen sie sich auf denselben Schlitzbereich G der 

^- Ebene konform abbilden; indem wir zu G die obige Fläche G kon- 
struieren und die Abbildung von G auf die Kreisbereiche nach dem 
Spiegelungsverfahren fortsetzen, erkennen wir, daß unsere Abbildungs- 
funktionen notwendig mit unseren oben betrachteten Funktionen f[z) 
identisch, also lineare Funktionen voneinander sind. Wir können 
dieses Eindeutigkeitstheorem geradezu so formuheren: Zwei Kreis- 
bereiche lassen sich nur dann umkehrbar eindeutig und konform auf- 
einander abbilden, wenn sie durch lineare Transformationen ausein- 
ander hervorgehen. 

Wir wollen schließlich noch die Struktur des Bereiches K be- 
trachten, auf welchen die Fläche G durch die Funktion ^ = f(^z) ab- 
gebildet wird. Da K durch das Spiegelungsverfahren aus dem Kreis- 
bereiche K entsteht, so erscheint, wie in der Fig. 123 angedeutet, 

K als Limes ineinandergeschachtelter Kreisbereiche K-, deren Zu- 
sammenhangszahl mit ; über alle Grenzen wächst; dabei ist K. das 
Bild des Bereiches G-, Wir behaupten: Jeder einzelne der Begren- 
zungskreise von K. hat einen bei hinreichend großem / beliebig 
kleinen Radius, und zwar konvergiert der Gesamtfiächeninhalt der 
von diesen Kreisen aus der f-Ebene ausgeschnittenen Fläche bei 
wachsendem / gegen Null. Diese Tatsache ergibt sich z. B., indem 
wir beachten, daß die Relationen (l), (2), (3), (4) auch bestehen 
bleiben, wenn wir darin w durch u oder v ersetzen. Wir haben dann, 
indem wir für das Dirichletsche Integral von u oder v die Bezeich- 
nung W beibehalten, wegen (4) auf dem Rande des Bildes 7^^ ^ 
von (3^ ,. 

d. h. dieses Bild läßt sich in einen Kreis vom Inhalt nicht größer als 

2 
^-L^W^ ^ einschließen, woraus wegen (1) unsere Behauptung folgt. 

Die Begrenzung unseres Bildbereiches K wird also aus einer Punkt- 
menge, den Häufungspunkten unserer Kreise, bestehen, welche den 
„Inhalt Null" hat, d. h. sich in endlich viele Gebiete von beliebig 
kleinem Gesamtfiächeninhalt einschließen läßt; welche außerdem diskret 
ist, indem je zwei ihrer Punkte sich durch eine ganz außerhalb der- 
selben laufende Kurve trennen lassen, und welche doch „perfekt", 
d. h. mit der Menge ihrer Häufungspunkte identisch ist. 
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§ 15. Die Moduln eines schlichtartigen Bereiches, 

Wir machen von den gewonnenen Ergebnissen noch eine An- 
wendung, um die Frage zu beantworten, unter welchen Umständen 
zwei vorgegebene schlichtartige Bereiche G^ und G, sich konform 
aufeinander abbilden lassen. Wenn die Bereiche einfach zusammen- 
hängend sind, so ist dies immer möglich, höchstens abgesehen von 
dem Ausnahmefall, daß einer der Bereiche aus der vollen oder der 
punktierten Ebene besteht bzw. auf diese abbildbar ist. Im Falle 
einer beliebigen endlichen Zusammenhangszahl n denken wir ims 
beide Bereiche nach dem vorigen Paragraphen auf Kreisbereiche, 
nämlich K^ und K^, abgebildet. Dann sind G^ und G^ zufolge des 
letzten Satzes aus § 14 dann und nur dann konform aufeinander ab- 
bildbar, wenn die Kreisbereiche K^ und Kg auseinander durch lineare 
Transformationen hervorgehen. Im Falle des zweifachen Zusammen- 
hanges können wir durch eine lineare Transformation sicherlich die 
beiden Begrenzungskreise so konzentrisch um den Nullpunkt an- 
geordnet denken, daß der Kreisbereich K^ bzw. K^ einfach der Kreis- 
ring zwischen diesen beiden konzentrischen Kreisen wird^). Die 
beiden äußeren sowie die beiden inneren Kreise der betreffenden 
Kreisringe mögen dabei einander entsprechen. Im Grenzfalle kann 
einer der Kreise in den Nullpunkt bzw. in den Punkt oo übergehen 
oder auch beides eintreten; wir wollen auch dann noch von einem 
konzentrischen Kreisring sprechen. Die lineare Transformation, welche 
zwei derartige Kreisringe ineinander überführt, muß nptwendig die 
Form fi = af, besitzen, weil jeder Radius der konzentrischen Kreise 
als gemeinsamer Orthogonalkreis wieder in einen solchen Orthogonal- 
kreis, d. h. in einen Radius übergehen muß. Bei einer solchen Trans- 
formation wird das Radienverhältnis der beiden Kreise nicht geändert 
(das auch den Wert Null haben bzw. bei der doppelt punktierten 
Ebene durch 0:oo repräsentiert sein kann). Umgekehrt lassen sich 
sicherlich zwei konzentrische Kreisbereiche von gleichem Radienver- 
hältnis aufeinander durch Dilatation und Drehung konform abbilden. 
Wir schließen also: Zwei zweifach zusammenhängende Bereiche lassen 
sich dann und nur dann konform aufeinander abbilden^ wenn das 
Radienverhältnis der zugehörigen konzentrischen Kreisbereiche bei beiden 
dasselbe ist. Es ist also eine reelle Bedingung notwendig und hin- 
reichend, oder wie man nach Riemann sagt, ein zweifach zusammen- 
hängender schlichtartiger Bereich besitzt einen „Modul''. 

Ist die Zusammenhangszahl n der Bereiche G^ und G, größer 
als 2, so können wir wieder durch eine lineare Transformation jeden 

*) Man erkennt diese Möglichkeit sofort aus Kap. 3 §, 1, indem man be- 
rücksichtigt, daß man in einer linearen Transformation 6 wesentliche reelle 
Konstanten zur Verfügung hat. 
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« 

der zugehörigen Kreisbereiche K^, Kg von vornherein so umgestaltet 
denken, daß zwei seiner Kreise konzentrisch um den Nullpunkt und 
die übrigen in dem zwischengelegenen Kreisring liegen, so daß also 
Kl, Kg je ein mit kreisförmigen Löchern versehener konzentrischer 
Kreisring ist, wobei der Fall einer mehrfach punktierten Ebene als 
Grenzfall eingeschlossen bleibt. Die beiden äußeren sowie die beiden 
inneren Kreise der Kreisringe mögen dabei einander entsprechende 
Kurven sein. Eine lineare Transformation, welche die beiden kon- 
zentrischen Kreise wieder in konzentrische ebenso angeordnete Kreise 
um den Nullpunkt überführt, muß die Form Ci = ^Cti besitzen, d. h. 
aus einer Dilatation und Drehung bestehen; es müssen daher K^ 
und Kg durch Drehung und Dilatation auseinander hervorgehen. Wir 
schließen also, indem wir beachten, daß hier alle Schlüsse umkehrbar 
sind. Zwei schlichtartige n-fach zusammenhängende Bereiche sind dann 
und nur dann konform aufeinander abbildbar, wenn bei den betrachteten 
zugehörigen ringförmigen Kreisbereichen die Verhältnisse der n Radien 
sowie die Winkel, unter welchen die inneren Kreise und die gegen- 
seitigen Abstände der Kreismittelpunkte vom Nullpunkt aus erscheinen^ 
in beiden Bereichen miteinander übereinstimmen. Wir haben also hier, 
da die Radienverhältnisse durch « — 1 , die Winkel der ersten Sorte 
durch n — • 2 und die der zweiten Sorte durch n — 3 Zahlen gegeben 
sind, als notwendige und hinreichende Bedingung für die Abbildbar- 
keit der Gebiete aufeinander paarweise die Gleichheit von je gewissen 
3 « — 6 reellen Zahlen zu fordern, die zu den Bereichen G^ und Gg 
gehören. Solche für die Abbildbarkeit eines Gebietes charakteristischen 
Zahlen nennt man nach Riemann „Moduln" des Bereiches, und kann 
daher zusammenfassend sagen: Ein n-fach schlichtartiger zusammen- 
hängender Bereich hat für 7t = 1 gar keinen, für n = 2 einen und 
für n> 2 3 » — 6 Moduln. 

Daß für « = 1 und « = 2 der allgemeine Ausdruck 3 « — 6 für 
die Anzahl der Moduln nicht gilt, hat seinen inneren Grund in 
dem Umstände, daß für « = 1 der Bereich sich noch durch eine von 
drei willkürlichen reellen Konstanten abhängige Funktion, im Falle 
w = 2 durch eine von einer willkürlichen reellen Konstanten abhängige 
Funktion in sich transformieren läßt, während bei n > 2 keine solche 
Scharen von Transformationen mehr auftreten können, wie die obigen 
Betrachtungen zeigen. 

§ 16. Ergänzende Bemerkungen. 

Wir wollen die in diesem Kapitel entwickelten Theorien durch 
eine Reihe verschiedenartiger ergänzender Bemerkungen abschließen, 
wobei hinsichtlich der Ausführung im einzelnen auf die Literatur ver- 
wiesen werden muß. 

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 25 
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Zunächst sei betont, daß die betrachteten geradlinigen Schlitz- 
bereiche oder Kreisbereiche keineswegs die einzigen Normalbereiche 
sind, auf die man jeden schlichtartigen Bereich konform abbilden 
kann. Um zwei andere bemerkenswerte Typen solcher Normalbereiche 
zu erhalten, beachten wir, daß in dem Variadonsproblem des § 5, in 
welchem wir die Abbildungsfunktion C = w + tv konstruierten, von 
vornherein statt der dort betrachteten Funktion 5 auch eine der Funk- 
tionen S genommen werden könnte, welche wir in § 12 zur Kon 
struktion der ^6^/schen Integrale dritter Gattung benutzt habea 
Nehmen wir etwa für S in der Bezeichnung von § 12 die zu zwei 
Stellen P^, P^ des zunächst als schlicht vorausgesetzten Bereiches G 
gehörige Funktion 

Die zugehörige Funktion 

C-=f{z) = u + tv 

wird genau wie die in § 5 konstruierte Funktion an jedem zusammen- 
hängenden Randstück von G konstante Randwerte für den imaginären 
Teil V besitzen und sich in der Umgebung der Stellen P^, P^ ver- 
halten wie — i log {z — jjj bzw. -\- i log {z — z^. Man erkennt hieraus, 
indem man die Kurven u == konst., v = konst. betrachtet, leicht, daß 
durch die Funktion 

der Bereich G auf einen Bereich abgebildet wird, welcher aus der vollen 
fj-Ebene besteht, die längs endlich vieler oder unendlich vieler konzen- 
trisch um den Nullpunkt angeordneter Kreisbögen aufgeschnüien ist. 

Wählen wir dagegen für S die Funktion 

S = (log fj - log fg) + (log >/ - log r,') 

in der Bezeichnung von § 12, so erhalten wir eine Funktion 

C = u + iv = f{z), 

deren Imaginärteil v wiederum auf jedem zusammenhängenden Rand- 
siück von G konstante Randwerte annimmt, die sich selbst an den 
Stellen P^ und P^ aber verhält wie 

log [z - z^ - log {z - Zg) . 

So erkennen wir, daß hier die Funktion 

Tj = e^ ^ e^e*^ 

den Bereich G konform abbildet auf die volle rj- Ebene, welche länos 
endlich oder unendlich vieler geradliniger auf Strahlen durch den Null- 
punkt angeordneter Schlitze aufgeschnitten ist. 
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Es bedarf kaum einer besonderen Erwähnung, daß diese Ab- 
bildungssätze auch noch dann bestehen bleiben, wenn G nicht mehr 
schlicht ist, sondern einen beliebigen schlichtartigen Bereich darstellt^). 

Etwas wesentlich Neues erhalten wir, wenn wir uns die Frage 
stellen, ob es auch Normaläbhüdungen für nicht schlichiartige Bereiche 
gibt. Wir beschränken uns hier darauf, referierend diese Frage für 
den Fall zu beantworten, daß es sich um eine geschlossene Riemann- 
sche Fläche vom Geschlechte p handelt. Jedes AbehcYie Integral 
f = f{z) = u-^-iv zweiter Gattung, welches an einer einzigen Stelle P 
der Riemannschen Fläche G einen Pol erster Ordnung besitzt, bildet 
die geeignet von der Stelle P aus kanonisch zerschnittene Fläche G 
auf die volle schlichte f-Ebene ab, deren Begrenzung von 2 p Paaren 
zur reellen Achse paralleler sämtlich nach negativ unendlich großen 
Werten von v reichender Schlitze gebildet wird; jedes Schlitzpaar 
entspricht dabei einem Rückkehrschnitt; die Ränder der Schlitze eines 
Paares sind einander so zugeordnet, daß übereinanderliegende Punkte, 
d. h. Punkte mit demselben Werte der m- Koordinate miteinander zu 
identifizieren sind, so daß dabei der obere Rand des einen dem imteren 
Rand des anderen Schlitzes entspricht. 

Die Schhtzpaare sind so angeordnet, daß je zwei zusammen- 
gehören, deren eines die Schlitze des anderen trennt. Zwei solche 
Schlitzpaare entsprechen einem Paar konjugierter Rückkehrschnitte 
auf G«). 

Die so geschilderte Figur können wir also als die Normalform 
einer algebraischen Riemannschen Fläche betrachten. Sie enthält in 
den Koordinaten der Schlitzenden 6^ reelle Konstanten. Wir können 
eine gegebene Fläche G auf unendlich viele Arten in dieser Weise 
abbilden, indem wir den Pol des abbildenden Integrals zweiter Gattung 
auf G beliebig annehmen, ihm dort ein beliebiges Residuum zuweisen 
können und schließlich noch eine willkürliche additive Konstante 
zur Verfügung haben. Nun gilt der Satz, daß eine Fläche vom 
Geschlecht /> > 1 nur eine endliche Anzahl von konformen Abbil- 
dungen in sich selbst gestattet; wir formulieren mit Rücksicht auf 
diese Tatsache die oben geschilderten Verhältnisse, indem wir sagen: 
Eine Riemannsche Fläche vom Geschlecht p>l hängt im Sinne der 
konformen Abbildung von 6p — S reellen Konstanten ab oder sie besitzt 
6^ — 6 reelle Moduln, d, h, es sind 6p — 6 reelle Bedingungsgleichungen 
für zwei Riemannsche Flächen zu erfüllen, wenn dieselben sich konform 
aufeinander abbilden lassen. 



^) Vgl. zu diesen Sätzen Koebcy Acta mathem., Bd. 41, S. 305 ff.; Math. 
Zeitschr., Bd. 7, wo noch andere, allgemeinere Typen von Normalbereichen 
behandelt sind. 

*) Vgl. Courant, Math. Zeitschr., Bd. .3; Koebe , Götl. Nachrichten, Jahr- 
gang 1918. 
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Im Falle ^ = 1 und p = ist diese Behauptung nicht mehr 
richtig, da man im ersten Falle noch eine von zwei willkürlichen reellen 
Parametern abhängige Schar von Transformationen der Fläche in sich 
angeben kann, im Falle p = sogar eine von 6 solchen Parametern 
abhängige Schar. Wir haben demgemäß im Falle p= 1 zwei, im Falle 
p = keine Moduln. 

Hinsichtlich der nicht schwierigen Durchführung der hierzu ge- 
hörigen Beweise sei der Leser auf die Literatur verwiesen^). 

Zum Schluß seien noch einige Bemerkungen über den allgemeinem 
Begriff der Riemannschen Fläche gemacht: Während wir zunächst die 
Riemannsche Fläche über die Zahlenebene oder Zahlenkugel ausge- 
breitet dachten, sind wir, um uns die betreffenden Zusammenhangs- 
verhältnisse zu veranschaulichen, darauf geführt worden, diese ebenen 
Riemannschen Flächen beliebigen stetigen Deformationen zu unter- 
werfen. Allgemein können wir demgemäß den Begriff der Riemann- 
schen Fläche folgendermaßen formulieren: Wir nennen jede Mannig- 
faltigkeit, speziell jede Mannigfaltigkeit von Raumpunkten, eine zur Funk- 
tion C = f{z) gehörige Riemannsche Fläche, wenn den Punkten des ana- 
lytischen Gebildes (C, z) umkehrbar eindeutig und stäig die Punkte der 
Mannigfaltigkeit G zugeordnet sind. Die Funktion f[z) heißt dann Funk- 
tion auf der Riemannschen Fläche, Ist unsere Fläche G eine ebene 
Fläche, so wird durch die Funktion f =r f(^z) eine konforme Abbildung 
von ihr auf einen Bereich über der f -Ebene vermittelt, derart, daß 
geeigneten Stücken von G schlichte Gebiete über der f- Ebene ent- 
sprechen. Es entsteht nun naturgemäß die Frage, ob und inwiefern 
es noch einen Sinn hat, bei dem allgemeinen Begriff der Riemann- 
schen Fläche davon zu reden, daß die Funktien f eine konforme Ab- 
bildung von G auf einen ebenen Bereich vermittelt. 

Diese Fragestellung setzt voraus, daß wir in der Mannigfaltigkeit G 
eine Maßbestimmung gegeben haben, so daß der Begriff des Winkels 
einen Sinn erhält. Unter Vermeidung unnötiger Allgemeinheit stellen 
wir uns G als räumliche Fläche vor, deren Punkte durch zwei reelle 
Koordinaten x, y festgelegt sind und auf der das Linienelement ds 
durch den Ausdruck 

(1) ds^ = e dx^ + 2 fdx dy + g dy^ 

gegeben ist; hierbei sind e, f, g gegebene Funktionen von x, y. 
welche stetige partielle Differentialquotienten besitzen mögen. Sobald 
es uns gelingt, statt x, y solche Koordinaten u, v auf G einzuführen, 
daß das Linienelemeni ds^ die Gestalt annimmt 

(2) • ds^ = k{du^ + dv^), {X = k(u,v)), 

so überzeugt man sich bekanntlich sofort davon, daß die Fläche G 
auf ein Stück der «v -Ebene konform, d. h. winkeltreu, abgebildet ist, 



1) Vgl. z. B. Weyl, loc. cit., S. 165. 
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wenn jedem Punkt («, v) auf G der entsprechende Punkt u, v in der 
Ebene zugeordnet wird, in der u, v rechtwinkliche Koordinaten sind. 
Indem wir auf G einen bestimmten Umlaufssinn einführen^), können 
wir es durch geeignete Vorzeichenbestimmung von u oder v stets so 
einrichten, daß die winkeltreue Abbildung auch den Umlaufssinn er- 
hält. Wir nennen dann den komplexen Ausdruck u -{- iv = C eine 
Funktion auf der Fläche. Ist fi*-j-tv* = C* eine andere Funktion 
auf der Fläche, so haben wir offenbar wegen der Konformität der 
Abbildung der ^-Ebene auf die f *-Ebene in ^* eine analytische Funk- 
tion der komplexen Variablen f im gewöhnlichen Sinne vor uns. 

Zwei beliebige Funktionen auf einer Fläche G sind analytische 
Funktionen voneinander. Im Spezialfall der ebenen Riemannsch^n 
Flächen (e = g=l, f~-0) liegt die Sache einfach so, daß z und ^ 
Funktionen auf der Fläche sind; unsere allgcmsine Auffassung beseitigt 
die Sonderstellung der unabhängigen Variablen gegenüber der abhängigen 
in der Funktionentheorie. 

Wie erhält man nun Funktionen auf der Fläche, d. h. konforme 
Abbildungen auf ebene Bereiche.^ Zur Beantwortung dieser Frage 
zerlegen wir die Gleichung (2) in die drei Relationen 

(3) e = X («/ + vj) 

(5) g-H»; + v,^), 

aus denen sofort 

(6) «'^^(W^VJ^— «yVj 

folgt, wobei 

(7) w =^ Ve'g -n> 

die mit irgendeinem — wir wollen zur Fixierung der Vorstellung 
annehmen: positiven — Vorzeichen genommene Quadratwurzel ist. 
Durch Elimination von X aus (3), (4) mit Hilfe von (5) erhalten wir 
zwei Gleichungen, die in den Größen w , v linear sind und, nach 
ihnen aufgelöst, die Relationen 



V = 

y 



ergeben, die wir auch schreiben können 
(8) u^ =-- '-'^ - f'^ 



(9) u 



" w 

fvj,-gv, 



y w 

>) G darf also keine „einseitige" Fläche sein. 
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Diese Gleichungen sind genau das Analogon zu den Cauchy-Riemann- 
schen Differentialgleichungen der Funktionentheorie und gehen in diese 
für g=z:g=i, f=^0 über. Man schließt aus ihnen sofort, daß «, v 
Lösungen der partiellen Differentialgleichung von Beltrami 

(10) z(/>=.l(^-^->^-^-^ + f-^^-i^Lo 

^ ' '^ w \ox w dy w / 

sind, welche das Analogon zur Poientialgleichung für unsere Fläche 
darstellt. Mit Rücksicht hierauf nennt man Lösungen dieser Gleichung 
Potentiale auf der Fläche. Zwei Potentiale «, v, welche durch Rela- 
tionen (8), (9) aneinander gebunden sind, heißen konjugiert. Alle 
unsere früheren Überlegungen und Vorstellungen bezüglich ebener 
Strömungen finden mit Hilfe der entwickelten Begriffe ihre unmittel- 
bare Übertragung auf unseren jetzigen Bereich G; insbesondere sind 
zwei konjugierte Potentiale charakteristisch für die Stromlinien und 
Niveaulinien einer Strömung auf der Fläche. Die Greensche Formel, 
auf der so viele Schlüsse der vorangehenden Kapitel beruhten, bleibt 
ebenfalls erhalten; wir müssen nur unter D [9?, xp] das Integral 

verstehen. Alle diese Tatsachen beweisen sich mühelos, wenn man 
beachtet, daß die hier gebildeten Ausdrücke gegenüber beliebigen 
Koordinatentransformationen invariant sind und daß stets das Linien- 
element ds^ von G die Form Ji[du^ -\- dv^) annehmen muß, wenn 
wir für u, v zwei konjugierte Potentiale auf der Fläche einführen; 
wir haben dann in unseren Behauptungen nur einen anderen Aus- 
druck für wohlbekannte Tatsachen bezüglich des Bildes von G in der 
wi^- Ebene. 

Auf Grund dieser Vorstellungen ergibt sich ohne weiteres eine 
Ausdehnung der früher entwickelten Abbildungstheoreme für Gebiete G, 
welche auf beliebigen zweiseitigen krummen Raumflächen ausgebreitet 
sind, vorausgesetzt, daß man die Umgebung jedes Punktes von G in 
der eben geschilderten Art konform auf einen schlichten ebenen Be- 
reich abbilden kann. Dabei darf der Bereich G sogar noch im Räume 
Singularitäten aufweisen. So z. B. stören Kanten, längs deren zwei 
stetig gekrümmte Flächenstücke aneinanderstoßen, die Möglichkeit 
der konformen Abbildung keineswegs, da man die Größen e, f, g bei 
geeigneter Parameterwahl ohne weiteres nebst ihren Ableitungen stetig 
über die Kanten hinweg definieren kann. Sogar körperliche Ecken, 
in denen drei oder mehr Flächenstücke unter nicht verschwindenden 
Winkeln aneinanderstoßen, darf der Bereich G in seinem Inneren ent- 
halten. Denn wie man sich z. B. nach den Methoden von § 7 sehr 
leicht überzeugt, kann man die Umgebung der körperlichen Ecke 
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konform auf einen ebenen Bereich derart abbilden, daß dabei der 
Ecke ein einzelner Punkt entspricht*). 

§ 17. Historische und literarische Angaben 

zum letzten Kapitel. 

Die Theorien, denen das vorstehende Kapitel gewidmet ist, hängen 
alle mehr oder weniger mittelbar mit den grundlegenden Gedanken 
zusammen, welche Bernhard Riemann^) (geb. 1826, gest. 1866) in die 
Funktionentheorie eingeführt hat. Von Riemann stammt auch der An- 
satz des DmcÄ/tf/schen Prinzipes zur Führung der Existenzbeweise; 
indem er jedoch die Lösbarkeit der betreffenden Minimumprobleme 
als selbstverständhch voraussetzte, ließ er in den Grundlagen seiner 
Theorie eine Lücke, deren Ausfüllung den Mathematikern zunächst 
beinahe unmöglich schien. Weierstraß war der erste, welcher auf diese 
Lücke hinwies; er bemerkte, daß es sehr wohl einfach formulierbare 
Minimumprobleme gibt, für welche keine Lösung existieren kann; 
(ein einfaches Beispiel ist das Problem, zwei Punkte einer Geraden 
durch eine möghchst kurze stetige gekrümmte Linie zu verbinden, 
welche in ihren Endpunkten auf der gegebenen Geraden senkrecht 
steht). Der Eindruck der Weierslra ßschen Kritik war so stark, daß 
man den Riemannschen Ausgangspunkt des Dirichläschen Prinzipes 
ganz verließ und den Beweis der fundamentalen Existenztheoreme 
auf ganz anderen Wegen suchte, ein Ziel, welches H. A. Schwarz 
und C. Neumann tatsächlich erreichten, wenigstens sofern es sich um 
die Theorie der algebraischen Funktionen und der Abelschen Integrale 
und die konforme Abbildung schlichter einfach zusammenhängender, 
von einer stiickweise glatten Kurve begrenzter Bereiche handelte. 
Unter wesentlich erweiterten Voraussetzungen gelang der Beweis des 
Abbildungstheoremes später Osgood und anderen'). 

Neue Schwierigkeiten und Fragen brachte das Problem der Uni- 
formisierung, welches aus Fragen der /Riemannschen Theorie heraus- 
wuchs, jedoch gleichermaßen vom Standpunkt der Weierstra ßschen 
Funktionentheorie fundamentales Interesse bietet. Die kühnen Ge- 
dankengänge, in denen H. Poincare und F. Klein dieses Problem 
nach den verschiedensten Richtungen hin in den achtziger Jahren 
des 19. Jahrhunderts durchdrangen, gaben insofern noch keine be- 
friedigende Lösung, als der strenge Beweis für die Möglichkeit der 



M Vgl. z. B. Robert König, Math. Annalen, Bd. 71, S. 184. 

^) Vor allen Dingen in seiner Inaugural-Dissertation und seinen ,, Abel- 
schen Funktionen*^ 

^ Genauere Literaturnachweise findet der Leser in den später zitierten 
Koebeschen Arbeiten. 
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Uniformisierung in diesen Arbeiten noch nicht erbracht werden konnte. 
Dies gelang erst viel später, nachdem eine intensive mathematische Ent- 
wickelung, vor allem unter dem Einfluß von F. Klein und H. A, SchwatZy 
die Gedanken und Methoden der Riemannschen Funktionentheorie 
verbreitet und weiter entwickelt hatte. Auf der Grundlage der Neumann- 
Schwarzsehen Methoden aufbauend, gelangten gleichzeitig Koehe und 
PoincarS im Jahre 1907 zu einem Beweise des wichtigsten Uniformi- 
sierungstheoremes, und von da ab hat hauptsächlich Koebe diese Pro- 
bleme nach allen Richtungen hin in völlig befriedigender Weise be- 
handelt. Die große Reihe der Koebeschen Abhandlungen zur geome- 
trischen Funktionentheorie gibt eine, allseitige Darstellung der hier- 
hergehörigen Fragen^). 

Mittlerweile war das verachtete und scheintote Dirichletsche Prinzip 
durch Hilhert wieder zum Leben erweckt worden; Hilhert zeigte zwar 
nur in einigen besonders einfachen Fällen, daß die Kräfte der Ana- 
lysis ausreichten, um den Weg des DtVtcÄ/^/schen Prinzipes zu Ende 
zu gehen; aber nach diesem ersten Erfolge setzten Bemühungen 
vieler Mathematiker ein mit dem Ergebnis, daß nunmehr der Weg 
des Dirichleischen Prinzipes vielleicht den bequemsten Zugang zu den 
Gebieten der modernen geometrischen Funktionentheorie darstellt^). 

^) Es kommen hier vor allen Dingen in Betracht Arbeiten über die üni- 
formisienmg der algebraischen Funktionen, Math. Ann., Bd. 67 (1909); Bd. 69 
(1910); Bd. 72 (1912); Bd. 75 (1914); Arbeiten über die Uniformisierung belie- 
biger analytischer Funktionen, Grelles Journ., Bd. 138 und 139; 5 Arbeiten zur 
Theorie der konformen Abbildung, Grelles Journ., Bd. 145; Acta math., Bd. 40; 
Grelles Journ., Bd. 147; Acta math., Bd. 41; Math. Zeitschr., Bd. 7. In diesen 
Arbeiten ist vielfach andere Literatur zitiert. 

*) Für die vorliegende Darstellung möge der Leser die folgenden Arbeiten 
des Verfassers vergleichen: Über die Anwendungen des DincMetschen Prinzipes 
auf die Probleme der konformen Abbildung, Math. Ann. 71. Über die Existenz- 
theoreme der Potential- und Funktionentheorie Grelles Journal Bd. 144. Über 
eine Eigenschaft der Abbildungsfunktionen bei konformer Abbildung, Gott. 
Nachrichten, Jahrgang 1914. 
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Integralsatz, von Cauchy 92, 259. 
Integration der Ableitung einer regu- 
lären Funktion 82. 
Integrationsweg 82. 
Invariante, absolute / (r) 210. 

— ^9» ^s von ^ («) 154. 
Inverse Funktion 258. 
Isolierter singulärer Punkt 301. 

Jacohis elliptische Funktionen 200 ff., 

215, 219, 239 ff. 
Jordans Kurvensatz 43. 
/(r) 210 ff., 315. 

K, K' 202, 239 ff. 

Kanonische Zerschneidung einer Rie- 

mannschen Fläche 363. 
Klein 317, 821, 377, 391, 392. 
Knopp 8, 122. 

Koebe 357, 372, 387, 391, 392. 
Koeffizienten , Abschätzungsformeln 

für die — einer Laur^n/schen Reihe 

38. 
Koeffizientenvergleichung 30. 
Komplement des Moduls x 201. 
Komplexe Zahl 1 ff., 70, 133. 

— Variable 17. 
Konforme Abbildung 11, 257. 
Kongruente komplexe Zahlen und 

Punkte 139. 
Konjugierte Potentialfunktionen 252. 

— Zahlen 2. 

Konvergente Zahlenfolgen 8. 
Konvergenz, absolute 15. 

— beständige 24. 

— gleichmäßige 20. 

— eines unendlichen Produkts 123. 

— einer unendlichen Reihe 14. 

— reguläre 105. ^ 

— unbedingte 15. 
Konvergenzgebiet einer Potenzreihe 

22, 266 f. 
Konvergenzkreis 24, 31, 266 f. 
Konvergenzradius 24, 31. 
Körper, Funktionen- 141. 
Kreisbereich 377 ff. 
Kreisbogenzwei eck 294. 
Kreise in der Zahlenebene und auf 

der Zahlenkugel 11. 
Kreisring 95, 221. 
Kreisverwandtschaft 295 . 
Kreuzungspunkt, n-facher 287. 



Kugel, Zahlen- 9. 
Kugeldrehungen 280. 
Kurve 43. 

— algebraische 216. 

— glatte 245. 

— stückweise glatte 246. 
Kurvenintegral 246. 

», x' 201 ff., 215, 240 ff. 

Lagrange 320. 

— sehe Umkehrreihe 128. 

— zahlenthecretischer Satz 194. 
Landensche Transformation 241. 
Laplacescher Ausdruck 247. 

— sehe Differentialgleichung 251. 
Laurent, Reihe 38. 

— Satz 95. 

Legendresches elliptisches Integral 

erster Gattung 296. 
Gebilde 219. 

— sehe Relation 163, 177. 
Limes 8. 

Linear-polymorphe Funktion 319. 
Lineare Funktionen 273 ff. 

— Transformation 208, 273 ff. 
der Weierstra fischen elliptischen 

Funktionen 233 ff. 

der ^-Funktionen 234 ff. 

Lineares Vergrößerungsverhältnis 257. 
Linie, singulare 301. 

— stetige 43. 
Links 7. 

Liouville, Satz über beschränkte ganze 
Funktionen 56. 

— Sätze über elliptische Funktionen 
197. 

Logarithmus 71 ff., 83, 262 f., 291 ff. 
Loxod romische Transformation 276. 

Majorante 21. 

Maximum des Betrages einer analyti- 
schen Funktion 103. 

— einer Potentialfunktion 269. 

— einer stetigen Funktion 49. 
Mehrdeutig 42, 221, 301. 
Menge, abgeschlossene 53. 

— von Zahlen oder Punkten 12, 42, 43. 
Meromorphe Funktion 104 ff., 124. 
Meromorpher Teil eines Poles 55. 
Minimalfolge 338. 

Minimum einer Potentialfunktion 269. 
Minimumproblem, Riemannsches 829, 
337. 
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Mittag Lefflerscher Salz über Partial- 

bruchzerlegung 109 ff. 
Mittel, arithmetisch-geometrisches 242. 
Mittelwerte von FejSr 272. 
Mittelwertsatz der Potentialtheorie 269. 
Modul eines schlichtarligen Bereiches 

384. 

— einer Riemannschen Fläche 387. 

— X der elliptischen Funktionen 201. 

— Periodizitäts-, siehe unter P. 
Modulfigur 209. 
ModuUormen, elliptische 210. 
Modulfunktionen 312 ff. 

— elliptische 210 ff. 

n-fach zusammenhängend 261. 
Negative Potenz 95. 
Negativer Umlaufssinn 84, 91. 
Neumann 391. 
Niveaulinien 2.51. 

Normalbereiche für konforme Abbil- 
dung 386.. 
Normalformen der linearen Traifsf orma- 

tionen 276. 
Normal integrale, elliptische 228. 
NullstelUn, Bestimmung u. Anzahl 100. 

— Definition 30. 

— der ^-Funktionen 188. 

— der /aco6ischen elliptischen Funk- 
tionen 203. 

— einer ganzen Funktion 43. 
Nullwert der ^-Funktionen 183. 

Offerier Bereich 43. 

Offenes Gebiet 322. 

Ordnung eines Differentialquotienten 

— einer Nullstelle 101. [36. 

— eines Poles 54, 101. 
Orthogonalkreis 316. 
Osgood 353, 391. 

a>, cü' 177. 

«1, «3 139, 207 ff., 230. 

öj, ßa 233. 

Sf){u) 148 ff., 169 ff., 180 f., 183, 198 ff., 
217 ff., 226 ff., 233 ff. 

Parabolische Transformation 277. 

Partialbruchzerlegung, Cauchy^ Me- 
thode der 115 ff. 

— einer meromorphen Funktion 110. 

— einer rationalen Funktion 58. 

— der trigonometrischen Funktionen 
114, 115, 118, 120. 

— von f (m), p (m), y' (m) als Funktionen 
von u 149. 



Partialbruchzerlegung von C(w) als 
Funktion von «* 195. 

— von i7,ga,g, 197. 

— von <p («) 198. 

— von yV (") "~ ^8 ^^^* 

Periode der Exponentialfunktion 70, 293. 

— der trigonometrischen Funktionen 

70. 

— einer meromorphen Funktion 132, 

134 ff. 
Perioden der elliptischen Integrale 299f f . 

— primitive 138- 

— der /aco&rschen elliptischen Funk- 
tionen 203. 

Periodenparallelogramme 139. 

Periodenpunkt 134. 
Periodenquotient r 177. 
Periodizitätsmodul 366. 
Permanenz der Funktional gleichung 61 . 
Picards Satz über ganze transzendente 

Funktionen 317. 
Poincari 372, 391, 392. 
Poissofische IntegraUormel 269. 

Pol 54, 301. 

— erster Ordnung 283. 

— n-ter Ordnung 284. 

— vollständiges System von Polen 

192. 

Pole der Jacobischen elliptischen Funk- 
tionen 203. 

Polsumme 146. 

Polymorphe Funktionen 319. 

Polynom, trigonometrisches 271. 

Positive Potenz 95. 

Positiver Umlaufsinn 89, 91, 247. 

Potentialfunktion 252, 3.32 ff. 

Potentialgleichung 251. 

Potenz, allgemeine 75. 

— mit beliebigem Exponenten 294. 

— positive, negative 95. 
Potenzreihe, Ableitungen 3."». 

— beständig konvergente 24, 27. 

— Element einer 49. 

— Fortsetzung 40. 

— Integration 80. 

— Koeffizientenvergleichung 30. 

— Konvergenzgebiet 26, 31. 

— Konvergenzkreis 22, 29. 

— Konvergenz radi US 22, 29. 

— monogenes System von 40. 

— Rechnungsregeln 26 ff. 

— Taylorsche 266. 

— Umbildung 33. 

— Umkehrung 125. 
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Potenzreihe, unmittelbare Fortsetzung 

36. 
Primende 353. 
Primitive Perioden 138. 
Prinzip der Koeffizientenvergleichung 

30. 
Produkt, unendliches 123. 
Produktdarstellung einer ganzen Funk- 
tion 123. 

— der ^-Funktionen 190 ff. 
Projektion, stereographische 9. 
Punkt, äußerer 43. 

— aufierwesentlich singulärer 54. 

— Begrenz ungs- 43. 

— — isolierter 43. 

— innerer 43. 

— isolierter singulärer 53, 55. 

— der komplexen Zahlenebene 4. 

— regulärer 49, 55. 

— unendlich ferner 10. 

— wesentlich singulärer 54, 302. 
Punktierte Ebene 327. 
Punktmenge 12, 42, 43, 49. 

— perfekte 383. 
Punktsystem 12, 42, 43. 

Quelle 282. 
Quellenfrei 250. 
Querschnitt 261, 324. 

Rand, Abbildung am — 349 ff. 
Randpunkt, erreichbarer 349. 

— mehrfacher 350. 

— unerreichbarer 349. 
RandstUck, zusammenhängendes 324. 
Randwertaufgabe für den Kreis 270. 
Realteil einer analytischen Funktion267 . 
Rechts 7. 

Reguläre Funktion in einer Domäne 44. 
analytische 255. 

— Konvergenz 105. 

— Potentialfunktion 252. 
Regulärer Punkt 49, 55. 

Reihe, Bürmann-Lagrangesche 128. 

— Doppelreihensatz 15. 

— Laurcntsche 38. 

— Potenz-, siehe unter P. 

— unendliche 14. 
Residuum 97. 

Residuenformel von Cauchy 98. 
Riemann 235, 311. 

— Abbildungssatz 312, 327. 

— Cauchy - RiemannscYie Differential- 
gleichung 258. 



Riemann, Minimumproblem 329, 337 ff. 

Schwarzsches Spiegelungsprinzip 

298. 
Riemannsche Fläche 220, 288, ^^. 

— algebraische 359 ff. 

— Geschlecht 363. 

— Hauptform der für das ellip- 
tische Gebilde 221. 

— kanonische Zerschneidung 363. 

— zweiblättrige Form der — — für 
das elliptische Gebilde 222. 

RUckkehrschnitt 360. 

Schlesinger 321. 

Schlicht 300, 324. 

Schlichtartig 354. 

Schlitzbereich, Abbildung auf einen 

345 ff. 

— geradliniger 326. 
Schwarz 309, 391 f. 

— 'Riemannschts Spiegelungsprinzip 
298. 

— schei" Differentialausdruck 320. 
—sehe Ungleichung 333. 
Senke 282. 
Singulärer Punkt 281 ff., 301. 

— — Definition 49. 

— — aufierwesentlich, siehe unter P. 

isolierter, siehe unter P. 

wesentlich, siehe unter P. 

Singulare Linie 801. 

Singularität, logarithmische 281 f. 
Sinus 67, 113, 124, 293. 

— amplitudinis 200 ff., 239 ff. 
Spiegelpunkt 278. 
stationär 249. 

Staupunkt 285. 
Stelle, siehe Punkt. 

— des analytischen Gebildes 301. 
Stereographische Projektion 9, 27.'>. 
Stetige Funktion 18. 

— .Linie oder Kurve 43. 
.Stetigkeit 18. 

— gleichmäßige 79. 
Stetigkeitsbereich 42, 53. 
Streckung 277. 
Stromlinien 252. 
Strömung 249. 
Stückweise glatte Kurve 246. 

— stetig 328. 

Substitution, lineare, siehe Transfor- 
mation. 
Summe einer unendlichen Reihe 14. 
Suromensatz von Weiersiraß 64. 



